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AVERTISSEMENT. 



J-JE lecteur qui Toudra se borner , au moins 
dans une première lecture , aux simples élé- 
ments y peut passer sans inconvénient les notes, 
appendices , et généralement tout ce qui est 
imprimé en petits caractères , comme étant 
moins utile ou exigeant une étude plus appro- 
fondie. Il reviendra ensuite sur ces objets , s'il 
le juge à propos y en choisissant ceux qui lui 
conviendront le mieux , d'après Favis d'un 
professeur éclairé. 

iV. £• Les nombres mis en marge indiquent les propo- 
sitions auxquelles on derra recourir pour FintelUgènce des 
démonstrations. Un seul nombre , comme 4 9 indique la 
proposition ly du lÎTre courant : deux nombres, %o. 3, 
indiquent la proposition xx du livre ui. Dans la Trigo- 
nométrie on a distingué les articles et les renvois par des 
cldffres romains. 
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LIVRE PREMIER. 



LES PRINCIPES. 



DÉFIlVITIOirS. 



I. JLa Géométrie ^est une science qui a pour objet la 
mesure de l'étendue. 

L'étendue a trois dimensions, longueur, largeur 
et hauteur. 

II. La ligne est une longueur sans largeur. 

Les extrémités d'une ligne s'appellent points : le 
point n'a donc pas d'étendue. 

III. La ligne droite est le plus court chemin d'un 
point à un autre. 

IVv Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de 
lignes droites est une ligne courbe. 

Ainsi AB est une ligne droite , ACDB une ligne fig. i. 
brisée ou composée de lignes droites , et AËB est une 
ligne courbe. 

y. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans 
hauteur ou épaisseur. 

VI. Le plan est une surface , dans laquelle pre- 
nant deux points à volonté , et joignant ces deux 

Sept. Ed. I 



2 GEOMETRIE. 

points par une ligne droite , cette ligne est toute en- 
tière dans la surface. 

VII. Toute surface gui n'est ni plane, ni composée 
de surfaces planes est une surface courbe. 

VIII. SoKâe ou corps est ce qui réunit les trois di- 
mensions de l'étendue. 

fiç. a. IX. Lorsque deux lignes droites AB , AC , se ren- 
contrent , la quantité plus ou moins grande dont elles 
sont écartées l'une de l'autre , quant à leur position , 
s'appelle angle ; le point de rencontre ou à^tntersec^ 
don A est le sommet de l'angle ; les lignes AB , AG en 
sont les côtés. 

L'angle se désigne quelquefois par la lettre du 
sommet A seulement , d'autres fois par trois lettres 
BAC ou GAB, ayant soin de mettre la lettre du som- 
met au milieu. 

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus- 
ceptibles d'addition , de soustraction , de multiplica- 
%. ao. tion , et de division : ainsi l'angle DGE est la somme 
des deux angles DGB , BGE , et l'angle DGB est la dif- 
férence des deqx angles t)GE , BGE. 

lîg. 3. X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre 
droite GD, de telle sorte que les angles adjacents BAC , 
BÀD soient égaux /entre eux , chacun de ces angles 
s'appelle un angle droit ^ et la ligne AB est dite per^ 
pendiculaire sur CD. 

fig 4. XI. Tout angle BAC plus petit qu'un angle droit 
est un angle aigu ; tout angle plus grand DEF est un 
angle obtus. 

Cg. 5. Xll. Deux lignes sont dites parallèles , lorsque , 
étant situées dans le même plan , eUes ne peuvent se 
rencontrer à quelque distance qu'on les prolonge l'une 
et l'autre. 

XIII. Figure plane est un plan terminé de toutes 
parts par des lignes. 
Si les lignes sont droites, l'espace qu'elUs renfer- 
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ment s'appelle figure recciligne ou polygone , et les fig. 6. 
lignes elles-mêmes prises en^mble forment le contour 
ou périmètre du polygone, 

XIV. Le polygone de trois côtés est le plus simple 
de tous, il s'appelle triangle; celui dé quatre côtés 
s'appelle quadrilatère ; celui de cinq , pentagone ; 
celui de six , hexagone , etc. 

XV. On appelle triangle équîlatéral celui qui a ses fig. 7. 
trois côtés égaux ; triangle isoscele , celui dont deux fig. s. 
côtés seulement sont égaux ; triangle scaîene celui qui fig. 9. 
a ses trois côtés inégaux. 

XVI. Le triangle rectangle est celui qui a un angle 
droit. Le côté opposé à* l'angle droit s'appelle hypoté- 
nuse : ainsi ABC est un triangle rectangle en A , le fig. 10. 
côté BC est son hypoténuse. 

XVII. Parmi les quadrilatères on distingue : 

Le çuarré^ qui a ses côtés égaux et ses angles droits, fig. zi. 
(Voyez la prop. xxi, liv. i). 

Le rectangle , qui a les anglos droits sans, avoir les fig. i^ 
côtés égaux. ( Voyez la même prop. ) 

Le paratlélogramme ou rhombe , qui a les côtés fig. i3. 
opposés parallèles. 

Le losange , dont les côtés sont égaux sans que les fig. 14. 
angles soient droits. 

Enfin le trapèze^ dont deux côtés seulement sont fig. i5. 
parallèles. 

XVIII. On appelle diagonale la ligne qui joint les 
sommets de deux angles non adjacents : telle est AC. fig. 4». 

XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les 
côtés sont égaux ; polygone équiangle celui dont tous 
les angles sont égaux. 

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eux 
lorsqu'ils ont les côtés égaux chacun à chacun , et 
placés dans le même ordre , c'est-à-dire lorsqu'en 
suivant leurs contours dans un même sens , le premier 
côté de l'un est égal au premier de l'autre, le second 

I. 
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Le signe 4- se prononce /?/i^5 ; il indique Taddition. 

Le signe — se prononce moins ; il indique la sous- 
traction : ainsi A -+- B représente la somme des quan- 
tités A et B ; A — B représente leur différence ou ce 
qui i^ste en ôtant B de A ; de même A — B + C ou 
A + C — B , signifie que A et C doivent être ajoutés 
ensemble , et que B doit être retranché du tout. 

Le signe X indique la multiplication ; ainsi A X B 
représente le produit de A multiplié par B. Au lieix 
du signe X on emploie quelquefois un point ; ainsi 
A . B est la même chose que A x B. On indique aussi 
le même produit sans aucun signe intermédiaire par 
AB ; mais il ne faut employer cette expression que 
lorsqu'on n'a pas en même temps à employer celle de 
la ligne AB distance des points A et B. 

L'expression A X (B-f-C — D) représente le pro- 
duit de A par la quantité B + C — D. S'il fallait 
multiplier A -f- B par A ^ — B -f- C , on indiquerait le 
produit ainsi (A-f-B) X (A — B-f-C); tout ce qui 
est renfermé entre parenthèses est considéré comme 
une seule quantité. 

Un nombre mis au-devant d'une ligne ou d'une 
quantité ^ sert de multiplicateur à cette ligne ou à 
cette quantité ; ainsi pour exprimer que la ligne AB 
est prise trois fois , on écrit 3 A B ; pour désigner la 
moitié de l'angle A , on écrit 7 A. 

Le quarré de la ligne AB se désigne par AB ; son 

cube par AB. Oïi expliquera en son lieu ce que si- 
gnifient précisément le quarré^t le cube d'une ligne. 
Le signe V^ indique une racine à extraire ; ainsi 

W^2 est la racine quarrée de 2 ; 1/ A x B est la racine 
du produit A X B , ou la moyenne proportionnelle 
entre A et B. 
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AXIOMES. 

1 . Deux quantités égales à une troisième sont égales 
entre elles. 

2 . Le tout est plus grand que sa partie. 

3. Le tout est égal à la somme des parties dans les- 
quelles il a été divisé. 

4. D'un point à un autre on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite. 

5. Deux grandeurs^ ligne, surface ou solide, sont 
égales , lorsqu'étant placées Tune sur Fautre elles 
coïncident dans toute leur étendue. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEOREME. 

Les angles droits sont tous égaux entre eux. 

fig. 16. Soit la ligne droite CD perpendiculaire à AB , et 
GH à EF ; je dis que les angles ACD , E&H seront 
égaux entre eux. 

Prenez les quatre distances égales CA , CB , GE , 
GF , la distance AB sera égale à la distance. EF , et 
on pourra placer la ligne EF sur AB, de manière 
que le point E tombe en A , et le point F en B. Ces 
deux lignes ainsi posées coïncideront entièrement 
l'une avec l'autre ; car sans cela il y aurait deux 

«àz. 4.- lignes droites de A en B, ce qui est impossible * ^ 
donc le point G, milieu de EF , tombera sur le point 
C , milieu de AB. Le côté GE étant ainsi appliqué 
sur CA, je dis que le côté GH tombera sur CD; car 
supposons, s'il est possible, qu'il tombe sur une ligne 

•déf.io. CK différente de CD; puisque, par . hypothèse *, 
l'angle EGH=HGF, il faudrait qu'on eût ACK = 
KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que ACD y 
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l^angle KGB est plus petit que J^CJ) ; d^ailleurs , par 
hypothèse , ACD = BCD ; ^onc AÇK est plus grand 
que KGB f donc la ligne GH ne peut tomber sur une 
ligne CK différente de CD; donc elle tombe sur CD , 
et l'angle *EGH sur ACD ; donc tous les angles droits 



sont >egaux entre eux. 



PROPOSITION IL 



THEOREME. 



Toute ligne droite CD, qui^n rencontre une^-n- 
autre AB , /ait avec celle-ci deux angles adja- 
cents ACD , BCD , dont la somme est égale a 
deux angles droits. 

Au point C , élevez sur AB la perpendiculaire CE*- 
L'angle ACD est la somme des àiigles ACÉ, ECD; 
donc ACD + BCD sera la somme des ti*bis ÀCÉ, 
ECD, BCD. Le premier dé ceux-ci est droit, les 
deux autres font ensemble Fangle droit BCE ; doiic 
la somme des deux angles AÇD,'BCD est égale à deux 
angles droits. 

Corollaire I. Si l'un des angles ACD , BCD e^t . 
droit , Pautre le sera pareillement. 

CoroUaire H. Sï la ligné Ï)Ë est perpendiculaire fig- 18. 
à AB , réciproquement AB sera perpendiculaire à 
DE. 

Car de ce que DE est perpendiculaire à AB ^ il 
s^ensuit que l'angle ACD est égal à son adjacent 
DCB , et qu'ils sont tous deux droits. Mais de ce 
que l'angle ACD est un angle droit, il s'ensuit que 
son adjacent ACE est aussi un angle droit ; donc^ 
l'angle ACE == ACD , donc AB est perpendiculaire 
à DE. 

Corollaire III. Tous les angles consécutifs BAC,^»-'*' 
CAD , DAE , EAF , formés d'un même côté 4e la 
droite BF , pris ensemble^ valent deux angles droits; 
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car kur somme est égale à celle des deux angles 
BAM , MAF , AM étant perpendiculaire à BF, 

PROPOSITION III. 

Veux lignes droites qui ont deux points com- 
muns coïncident Vune avec Vautre dans toute 
leur étendue^ et ne forment qu*une seule et même 
ligne droite. ♦ 

fig. 1$. Soient les deux points communs A et B ; d'abord 
les deux lignes n'en doivent faire qu'une entre A et 
B , car sans cela il y aurait deux lignes droites de A 

*»• 4- en B, ce qui est impossible *. Supposons ensuite que 
ces lignes étant prolongées, elles commencent à se 
séparer au point G , l'une devenant CD , l'autre CE. 
Menons au point C la ligne CF, qui fasse avec CA 
l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite , 

♦ï>r. a. l'angle FCD sera yp angle droit * ; puisque la ligne 

cor. I. ^^g ^^ droite, l'angle FCE sera pareillement un 
angle droit. Mais la partie FCE ne peut pas êtie égale 
au tout FCD ; donc les lignes droites qui ont deux 
points A et B communs , ne peuvent se séparer en 
aucun point de leur prolongement ; donc elles ne 
forment qu'une seule et même ligne droite. 

PROPOSITION IV. 

TH^O&EME. 

é 

èig. ad. Si deux angles adjacents ACD , DCB , valent 
ensemble deux angles droits ^ les deux côtés ex- 
térieurs AC , CB , seront en ligne droite. 

Car si CB n'est pas le prolongement de AG, soit CE 
ce prolongement ; alors la ligne AGE étant droite , 
la somme des angles ACD , DG£ > sera égale à deux 
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droits *. Mais, par hypothèse , la somme des angles *P'- ». 
ACD , DCB , est aussi égale à deux droits ; donc ACD 
H- DCB serait égale à ACD + DCE ; retranchant de 
part et d'autre l'angle ACD , il resterait la partie DCB 
^ale au tout DCE , ce qui est impossible ; donc CB 
est le prolongement de AC. 

PROPOSITION V. 

THEOREME. 

Toutes les fois que deux lignes droites KB ^ DE, %• ai- 
se coupent 9 les angles opposés au sommet sont 
égaux. 

Car puisque la ligne DE est droite , la somme des 
angles ACD, ACE , est égale à deux droits; et puis- 
que la ligne AB est droite , la somme des angles ACE, 
BCE , est égale aussi à deux droits ; donc la somme 
ACD + ACE est égale à la somme ACE + BCE. 
Retranchant de part et d'autre le même angle ACE , 
il restera l'angle ACD égal à son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l'angle ACE est égal 
à son opposé BCD. 

Scholie, Les quatre angles formés autour d'un point 
par deux droites qui se coupent, valent ensemble 
quatre angles droits ; car les angles ACE, BCE 
pris ensemble , valent deux angles droits , et les deux 
autres ACD, BCD, ont la même valeur. 

En général , si tant de droites qu'on voudra CA , fig. a». 
CB , etc. , se rencontrent en un point C , la somme 
de tous les angles consécutifs ACB , BCD , DCE , 
ECF , FCA , sera égale à quatre angles droits : car 
si on formait au point G quatre angles droits au 
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elles , 
le même espace serait rempli , soit par les quatre 



10 GÉOMBTRIIS. 

angles droits , soit par les angles successifs ACB ,. 
BCD,etc. ^ 

PROPOSITION VI. 



THEOREME. 



Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont un 
angle égal compris entre côtés égaux chacun à 
chacun. 

fig. 23. Soit l'angle A égal à l'angle D , le côté AB égal à 
DE , le côté AC égal à DF ; je dis que les triangles 
ABC , DEF , seront égaux. 

En effet ces triangles peuvent être posés l'un sur 
l'autre de manière qu'ils coïncident parfaitement. Et 
d'abord si on place le côté DE sur son égal AB , le 
point D tombera en A et le point E en B : mais puis- 
que l'angle D est égal à l'angle A, dès que le côté. 
DE sera placé sur AB , le côté DF prendra la direc- 
tion AC, De plus DF est égal à AC; donc le point F 
tombera en C , et le troisième côté EF couvrira exac- 
tement le troisième côté BC ; donc le triangle DEF 

* ax. 5. est égal au triangle ABC*. 

Corollaire, De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles , savoir , l'angle A = D , le côté AB =£: 
DE , et le côté AC = DF , on peut conclure que les 
trois autres le sont , savoir , l'angle B = E , l'angle 
C = F, et le côté BC = EF. 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu'ils ont un 
côté égal adjacent à deux angles égaux chacun 
à chacun. 
fig. 23. Soit le côté BC égal au côté EF , l'angle B égal à 
l'angle E , et l'angle C égal à l'angle F ; je dis que k 
triangle DEF sera égal au triangle ABC. 
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Car, pour opérer la superposition, soit placé EF 
sur son égal BC, le point E tombera en B , et le point 
F en C. Puisque l'angle E est égal à l'angle B, le côté 
ED prendra la direction BA ; ainsi le point D se 
trouvera sur quelque point de la ligne BA. De même , 
puisque l'angle F est égal à l'angle C , la ligne FD 
prendra la direction CA, et le point D se trouvera 
sur quelque point du côté CA ; donc le point D qui 
doit se trouver à la fois sur les deux lignes BA, 
CA , tombera sur leur intersection A ; donc les deux 
triangles ABC , DEF , coïncident l'un avec l'autre , et 
sont parfaitement égaux. ^ 

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans 
deux triangles, savoir , BC=EF , B=E , C==F , on 
peut conclure que les trois autres le sont , savoir , 
AB=DE, AC=:DF, A=D. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle un côté quelconque est plus 

petit que la somme des deux autres, « 

Car la ligne droite BG , par exemple , est le plus fig. 23. 
court chemin de B en C^ , doncBC est plus petit que * déf. 3. 
BA+AC. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

Si y d'un point O pris au-dedans du triangle fig. a/». 
ABC , on mené aux extrémités d'un côté BC les 
droites OB, OC, la somme de ces droites sera 
moindre que celle des deux autres côtés ABj AC. 

Soit prolongé BO jusqu'à la rencontre du côté AC 
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en D ; la ligne droite OC est plus courte que OD + 
^'pr. 8. DC* : ajoutant de part et d'autre BO , on aura BO + 
OC < BO + OD + DC, ou BO + OC < BD+DC. 

On a pareillement BD < BA + AD ; ajoutant de 
part et d'autre DC , ou aura BD -+- DC < BA + AC. 
Mais on vient de trouver BO -{- OC < BD+DC ; donc 
à plus forte raison , BO + OC < BA •+• AC. 

/ PROPOSITION X. 

THÉORBME. 

fig. a5. Si les^deux côtés AB , AC , du triangle ABC 
sont égaux aux deux côtés DE , DF , du triangle 
DEF , chacun à chacun; si en même temps V angle 
BAC, compris par les premiers^ est plus grand 
que V angle EDF , compris par les seconds ; je 
dis que le troisième côté BC du premier triangle 
sera plus grand que le troisième EF du second. 

Faites l'angle CAG = D , prenez AG = DE , et 
joignez CG, le triangle GAC sera égal au triangle 
DEF, puisqu'ils ont par construction un angle égal 

*pr. 6. compris entre côtés égaux* j on aura donc CG=EF. 
Maintenant il peut y avoir trois cas , selon que le point 
G tombe hors du triangle ABC , ou sur le côté BC , 
ou au-dedans du même ttiangle. 

fig. a5. Premier cas» La ligne droite GC est plus courte 
que GI + IC , la ligne droite AB est plus courte que 
AI -{- IB ; donc GC + AB est plus petit que GI + 
AI -f- IC + IB , ou , ce qui est la même chose , GC -f- 
AB < AG + BC. Retranchant d'un côté AB et de 
l'autre son égale AG , il restera GC < BC : or GC == 
EF ; donc on aura EF < BC. 
iîg. a6. Second cas. Si le point G tombe sur le côté BC , il 
est évident que GC ou son égale EF sera plus petit 
que BC. 
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Troisième cas* Enfin si le point G tombe au-de- fig. 27,: 
dans du triangle ABC , on aura , suivant le théorème ^ 

précédent , AG + GC < AB + BC. Retranchant d'une 
part AG , et de l'autre son égale AB , il restera GC <j 
BC,ouEF<BC. ^ /y^i^ 

PROPOSITION XI. \ ^^*^^f^}<c 

ÏHBORBME. 

Deux triangles sont égaux y lorsqu'ils ont les 
trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB = DE , AC =DF , BC = EF , je dis %. %^. 
qu'on aura l'angle A==D, B = E, C = F. 

Car si l'angle A était plus grand que l'angle D , 
comme les côtés AB , AC , sont égaux aux côtés DE , 
DF , chacun à chacun , il s'ensuivrait , par le théorème 
précédent , que le côté BC est plus grand que EF ; 
et si l'angle A était plus petit que l'angle D , il s'en- 
suivrait que le côté BC est plus petit que EF 5 or, BG 
est égal à EF ; donc l'angle A ne peut être ni plus 
grand ni plus petit que l'angle D ; donc il lui est égal« 
On prouvera de même que l'angle B = E , et que 
l'angle C = F. 

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux 
sont opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux 
A et D sont opposés aux côtés égaux BC , EF, 

PROPOSITION XIL 

THÉORÈME. 

Dans un triangle isoscele les angles opposés 
aux côtés égaux sont égaux. 

Soit le côté AB = AC , je dis qu'on aura l'angle fig. »»• 
C=B, 
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Tirez la ligne AD du sommet A au point D , milieu 
de la base BC , les deux triangles ABy , ADC , auront 
les trois côtés égaux chacun à chacun ; savoir AD 
commun , AB=AC par hypothèse, et BD = DC par 
construction ; donc, en vertu du théorème précédent, 
l'angle B est égal à l'angle C. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même 
'•temps équiangle, c'est-à-dire qu'il a ses angles égaux. 

Scholie, L'égalité des triangles ABD, ACD , prouve 
en même temps que l'angle BAD = DAC , et que 
l'angle BDA = ADC ; donc ces deux derniers sont 
droits ; donc la ligne menée du sommet d'un triangle 
isoscele au milieu de sa base , est perpendiculaire à 
cette base, et diç^ise l'angle du som^m^t en deux par-^ 
ties égales. 

Dans un triangle non isoscele on prend indifférem- 
ment pour base un côté quelconque , et alors son 
somm^et est celui de l'angle opposé. Dans le triangle 
isoscele on prend particulièrement pour base le côté 
qui n'est point égal aux autres. 

PROPOSITION XIII. 



A 



THEOREME. 



Réciproquement^ si deux angles sont égaux 
dans un triangle , les côtés opposés seront égaux ^ 
et le triangle sera isoscele. 

fig. 29. Soit l'angle ABC = ACB , je dis que le côté AC sera 

égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux , soit AB le plus 

grand des deux. Prenez BD = AC , et joignez DC. 

L'angle DBC est , par hypothèse , égal à ACB , les 

deux côtés DB , BC sont égaux aux deux AC , CB ; 
*pr. 6. donc le triangle DBC* serait égal au triangle ACB. 

Mais la partie ne peut pas être égale au tout \ donc il 
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n'y a point d'inégalité entre leà côtés AB , AG ; donc 
le triangle ABÇ est i^oscele. 

PROPOSITION XIV- 



THEOREME. 



De deux côtés d'un triangle, celui-là est le 
plus grand qui est opposé à un plus grand 
angle y et réciproquement^ de deux angles d'un 
triangle , celui-là est le plus grand qui est op- 
posé à un plus grand côté, 

lo Soit l'angle C > B , je dis que le côté AB opposé fig. 3o. 
à l'angle C est plus grand que le côté AC opposé à 
l'angle B. 

Soit fait l'angle BCD = B; dans le triangle BDC 
on aura * BD ==DC. Mais la ligne droite AC est plus *pr. i3. 
courte que AD -{- DC , et AD + DC = AD -{- DB 
r= AB ,• donc AB est plus grand que AC, 

2**. Soit le côté AB > AC , je dis que l'angle C op- 
posé au côté AB sera plus grand que l'angle B opposé 
au côté AC. 

Car si on avait C < B , il s'ensuivrait , par ce qui 
vient d'être démontré, AB < AC , ce qui est contre la 
supposition. Si on avait C = B, il s'ensuivrait * AB *pr.ïî. 
= ÀC , ce qui est encore contre la supposition ; donc 
il faut que l'angle C soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

D*un point A donné Iiors d'une droiteDE , on fig. 3j. 
ne peut mener qu'une seule perpendiculaire à 
cette droite. ^ . 

Car supposons qu'on puiss^H^E^er deux AB et 
AC; prolongeons l'une d'elles AB d'une quantité 
BF = AB , e t joignons FC . 
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Le triangle GBF est égal au triangle ABC : car 
Fangle GBF est droit ainsi que GBÂ, le côté GB est 
commun, et le côté BF = AB; donc ces triangles 
♦pr.6. sont égaux *, et il s'ensuit que l'angle BGF == BGA. 
L'angle BGA est droit par hypothèse ; donc l'angle 
BGF l'est aussi. Mais si les angles adjacents BGA, BGF , 
Talent ensemble deux angles droits, il faut que la ligne 

* pr. 4. AGF soit droite * ; d'où il résulte qu'entre les deux \ 

mêmes points A et F , on pourrait mener deux lignes 

• ax. 4. droites ABF, AGF; ce qui est impossible * ; donc il 

est pareillement impossible que deux perpendiculaires 
soient menées d'un même point sur la même ligne 
droite, 
fig. 17. Scholie. Par un même point G donné sur la ligne 
AB , il est également impossible de mener deux per- 
pendiculaires à cette ligne : car si GD et GË étaient ces 
deux perpendiculaires , l'angle DGB serait droit ainsi 
que BGE , et la partie serait égale au tout. 

PROPOSITION XVL 

THÉORBMB. 

fig. 3i. Si (Tun point A situé hors d'une droite DE on 
• mené la perpendiculaire AB sur cette droite , et 
différentes obliques AE , AC , AD , etc. , à diffé- 
rents points de cette même droite : 

1° La perpendiculaire A^ sera plus courte que 
toute oblique. 

2° Les deux obliques AC ,' AE, menées départ 
et d'autre de la perpendiculaire à des distances 
égales BC, BE, seront égales. 

3^ De deux oJ^J^uêm AC et AD , ou AE et AD, 
menées commemff^budra^ celle qui s'écarte le 
plus de la perpendiculaire sera la plus longue. 
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Prolongea là perpendiculaire âB d^utie ({uahtité 
BFi=AB , et joignez FC , FD. 

i^ Le triangle BCF est égal au triangle BCA, car 
l'angle d/oit CBF=:CBA, le côté CB est commun , et 
le côté BF=BA ; donc * le troisième côté CF est égal *fr. 6- 
au troisième AC. Or, ABF ligne droite est plus courte 
que ACF ligne brisée ; donc AB. moitié de ABF est 
plus courte que AC moitié de ACF; donc i<>, la per- 
pendiculaire est plus courte que toute obliquCé 

2^ Si on suppose BEi=BC , comme on a en outre AB 
commun et l'angle ABE=:ABC , il s'ensuit que le tri-^ 
angle ABE est égal au triangle ABC f donc les côtés 
AE, AC sont égaux ; donc a» , deux obliques qui s'écar- 
tent également de la perpendiculaire sont égales. 

3*^ Dans le triangle Dr A la somme des lignes AC , 
CF, est plus petite * que la somme des côtés AD, DF; «pr. g, 
donc AG^ moitié de la ligne ACF, est plus courte 
que AD moitié de ADF ; donc 3o , les obliques qui s'é- 
cartent le plus de la perpendiculaire sont les plus 
lonofues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie 
distance d'un point à une ligue, puisqu'elle est plus 
courte que toute oblique. 

IL/ D'un même point on ne peut mener à une 
même ligne trois droites égales : car si cela était ily 
aurait d'un même côté de la perpendiculaire deux 
obliques égales, ce qui est impossible. * 

PROPOSITION XVIL 

THÉORBM£« 

Si par le point C, milieu de la droite AB , on fig. 3a. 
élevé la perpendiculaire EF sur cette droite^ 
1® chaque point d^ la perpendiculaire, sera éga^ 
lement distant des deux extrémités de la ligne 

Sept. Ed, 2 
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AB ; 2^ tout point situé hors de la perpenéUcu^' 
laire sera inégalement distant des mêmes extré- 
mités A etB. 

Car, lo puisqu^on suppose AC=£[B , les deux obli'» 
ques ÂD, DB, s'écartent également de la perpendi- 
culaire ; donc elles sont égales. Il en est de même deê 
deux obliques AE , ËB , des deux AF, FB, etc. ; donc 
1^, tout point de la perpendiculaire est égalenoent dis- 
tant des extrémités A et B, ' 

a<> soit I un point hors de la perpendiculaire ; si 
on joint lA, IB, Tune de ces lignes cctupera la per- 
pendiculaire en D , d'où tirant DB , on aura DB==DA. 
Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne 
brisée ID + DB , et ID + DB c= ID -{- DA = I A f donc 
IB < I A ; donc 2^ , tout point hors de la perpendicu- 
laire est inégalement distant des extrémités A et B. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORBME. 

Deux triangles rectangles sont égaux lors^ 
qu'ils ont l'hjrpoténuse égale et un côté égal. 

$g. 33. Soit rhypotéouse AC=DF, et le cdté AB=DE , je 
dis que le triangle z«ctangle ABC sers ^l au triangle 
rectangle DEF. 

L'égalité serait manifeste si le troisième côté BC 
était égal au troisième £F : supposons , s'il est pos- 
sible , que ces côtés ne soient pas ^aux , et que BC 
soit le plus grand. Prenez BG=EF , et joignez AG. 
Le triangle ABG est ^1 au triangle DEF; car Tangle 
droit B est égal à ran^rle droit Ë, le côté AB=DE , et 

•pr. «. le côté BG=:EF ; donc ces deux triangles sont ^aux *, 
et on a par conséquent AG=DF; mais, par hypo- 
thèse, DF=:AG; donc AGc^iAG. Mais l'oblique AC 

^pf. x6. ae peut être égale à AG% puisqu'elle eit plus éloignée 



de la pei^petidicîuiaire AB ; donc il e^t impossible que 
BG ditTere de £F ; donc le triangle ÂBÇ est égal W 
triangle DEF* 

PROPOSITION ^IX. 

•1^ SùmrHe des ttrns angles d*un triangle ne 
peut être plus grande que deux angles droits. 

Soit, s'il est possible , ABC uh triangle dans lequel fig. 35. 
la Àûinme des troi^ angles est plus grande que deux 
angles droits» 

Sut AC prolonge prenez CÈ=AC ; faites Tângle 
ECt)=GAIl! , le côte CDizAB , joignez DE et BD. Le 
triangle CDE sera égal au triangle BAC , puisqu'il^ 
ont un angle égal comprià entre côtés égaux chacun 
à chacun *,• donc on aui*a l'angle CED=ACB., l'an- *pf.6. 
gle CDË=ABC ^ et le troisième côté ED égal au troi» 
sieme BC. 

Pililque la ligne ACË est droite, la somme c^es 
anglç$ ACB ^ BCP , DÇE est égale a deux angles 
droits * ; or , oi^ ^uppose U somine des angles, du trian- * pt. a. 
gle ABC plus grande que deux angles droits ; o^ au,^a cor. !^. 
donc » b h b«kk.kh«kh*4*k««.««.» 
CAB 4- ABC + ACB > ACB + BCD -H ECD ; 
retranchant de part et d'autre ACB commun et CAB 
£= ÉCD , il restera ABC > fiCD; et parce que les côtés 
AB, BC du triangle ABC , sont égaux aux côtés CD| 
CB du triangle BCD , il s'ensuit que le troisième côté 
AC est plus grand que le troisième BD ^. *^t, lo. 

Imaginons maintenant qu'on prolonge indéfini- 
pient la ligne AC^ ainsi que la suite des triangles 
i^ux et aemblablement placés ABC, CDË, £FG^ 
.GHI ^ etc. ; si l'on joiqt le& sommets voisins par Ici 
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droites BD, DF , FH, HK , etc. , on formera en même 
temps une §uite de triangles intermédiaires BCD, 
DEF, FGH, etc. , qui seront tous égaux entre eux, 
puisqu'ils auront un angle* égal compris entre côléi 
égaux chacun à q|bacun ; donc on aura BD=DF= 
rH=HK , etc. 

Cela posé , puisqu'on a AC > BD , soit la diffé- 
rence AC — BD=:D 5 il est clair que aD sera la diffé- 
rence entre la ligne droite ACE égale à âAC y et. la 
ligne droite ou brisée BDF égale à aBD^ de sorte 
qu'on aura AE — BF=2D. On aura de même AG — 
BH=3D , AI — BK=4D , et ainsi de suite. Or , quel- 
que petite que soit la différence D , il est évident que 
cette différence , répétée un nombre de fois suffi- 
sant, deviendra plus grande qu'une longueur donnée. 
On pourra donc supposer la suite des triangles pro- 
longée assez loin pour qu'on ait AP> — BQ>2AB; et 
ainsi on aurait AP>BQ+2AB. Or, au contraire, la 
ligne droite AP est plus courte que la ligne angu- 
leuse ABQP , qui joint les mêmes extrémités A et P , 
de sorte qu'on aura toujours AP > AB -\- BQ + QP , 
ou AP < BQ + aAB ; donc l'hypothèse d'où l'on est 
parti est absurde ; donc la somme des trois angles 
du triangle ABC ne peut être plus gi*ande que deux; 
angles droits. 

PROPOSITION XX. 

THEOREME. 

Dans tout triangle, la somme des trois angles 
est égale à deux angles droits. 

Ayant déjà prouvé que la somme des trois angles 
d'un triangle ne saurait surpasser deux angles droits , 
il reste à démontrer que cette même somme ne peut 
être plus petite que deux angles droits» 
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- Soît ABC le triangle proposé , et soit , s'il est possi* fig.35.a. 
•ble," la somme de ses angles =:àV — Z , P désignant un 
angle droit , et Z étant la quantité quelconque dont on 
suppose que la somme des angles est plus petite que 
deux angles droits. 

Soit A le plus petit des angles du triangle ABC , 
sur le côté opposé BC faites l'angle BCD = ABC , et 
l'angle CBD=ACB; les triangles BCD, ABC, seront 
égaux , comme ayant un côté égal BC adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun *. Par le point D tirea * pr. 7. 
une ligne droite quelcollque EF qui rencontre en E 
et F les deux côtés de l'angle A prolongés (i). 
' Puisque la somme des angles de chacun des trian- 
gles ABC , BCD est 2 P — Z, et que celle de chacun 
des triangles EBD, DCF, ne peut excéder. 2 P*, il ♦pr. 19. 
«'ensuit que la somme des angles des quatre triangles 
ABC , BCD , EBD , DCF , n'excède pas 4P — aZ + 
•4P> ou 8P — aZ. Si de cette somme on retranche 
celle des angles en B , C , D , qui est 6P , puisque la 
somme des angles formés en chacun des points Bi, 
.G , D , est 2 P * ,* le reste sera égal à la somme des an- * p,, 2. 
gles du triangle AËF; donc la somme des angles du cor. 3. 
triangle AEF n'excède pas 8P — 2Z— 6P, ou aPr-^ 
2Z. 

Ainsi, tandis qu'il faut ajouter Z à la somme des 
angles du triangle ABC potir en faire deux angles 
droits, il faut ajouter au, moins 2Z à la somme des 
angles du triangle AEF pour en faire également deux 
angles droits. 

Par le moyen du triangle AEF on construira sem^ 
biablement un ti*oisieme triangle , tel qu'il faudra 

(i) On suppose que A est le plus petit des angles du triangle 
ABC , et qu'en conséquence il est moindre ou non plus grand 
que deux tiers d'angle droit , afin de rendre plus sensible la 
jtdsâibiiité qu'une ligne droite menée par le point D rencontre 
à-la-fois let deux côtés AB » AG , prolongé». 
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ajouter au moinï 4^ à ^^ sbmine de ses trois angles 
potir que le tout sok égal à deux angles droits ; et pMr 
le moyen du troisième on en construira de même un 
quatrième , tel qu'il faudra ajouter au moins 8Z à la 
pomme de ses angles , afin que le tout mit égal à deux 
angles droits ^ aiùsi de suite. 

Or, quelque petit que soit Z par rapport à Pangla 
droit P, la suite Z, aZ, éj^^ 8Z, etc., dont les ter«< 
mes croissent en raison doui>le, conduira bientôt à 
^n terme égal à 2P ou phis grand que 2P. On par* 
Tiendra donc alors à un tflangle tel qu'il fendrait 
fijouter J^ la somme de ses angles une quantité éga^ 
fm plus grande que 2P , pour que la somme totale f&t 
feulement 2P. Cette conséquence est visiblement ab« 
jurde ; donc l'hypothèse d'où l'on est parti ne saurait 
«ubsister, c'est -^- dire qu'il est impossibie que la 
|k>n]inie des anigles du triangle ABC soit plus petite 
que deux angles droits : elle ne peut être plus grande 
•en vertu de la pmpo^tioti précédente ; donc elle est 
^a)e à deux angles droits. 

Corollaire I. Deux angles d'un triangle étant dou's 
nés y ou seulement leur sojtame , on connaîtra le troi-» 
«îeme en retranchant la somme de ces angles de deux, 
angles droits. 

'H. Si deux angles d'un triimgle sont égaux à deux 
angles d'un autre triangle, chacun à chacun , le tror-» 
sieme sera égal au troisiefne, et les triangles seront 
équiangles enl^eeux. 

III. Dans un triangle il ne peut y avoir qu'un seul 
angle droit ; car s'il y en avait deux , le troisième an- 
gle deviendrait nul ; à plus forte raison un triangle ne 
peut-il avoir qu'un seul ang\e obtus. 

IV. Dans un tiûangle rectangle la somme des deu,x 
angles aigus est égale à un angle d^oit. 

y. Dans un triangle équilatéral, chaque angle est 
égal au tiers de deux angles ditoils ou aui^ deux tiers 
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d^uh angle droit ; de sorte que Tangle droit étant ex- 
|>rimé par i , l'angle du triangle équilatéral sera expri- 
mé par}. 

YI. Dans tout triangle BAC , si on prolonge le côté fig- 4i- 
CA vers D, Tangle extérieur BAD sera égal à la somme 
des deux intérieurs opposés B et C ; car, en ajoutant de 
part et d'autre BAC, les deux sommes sont égales k 
deux angles droits. 

PROPOSITION XXL 

\ TRfiORElffE. 

La somme de tous les angles intérieurs d^un 
polygone est égale à agitant de /bis deux angles 
droits quiljr a d'unités dans le nombre des 
côtés moins deux. 

Soit ABCDEF, etc., le polygone proposé; si dufig. 4a. 
sommet d'un même angle A, on mené à tous les 
commets des angles opposés tes diagonales AC , AD , 
AE , etc. , il est aisé de voir que le polygone sera par- 
tagé en cinq triangles, s'il a sept côtéft| en six trian* 
gles, s'il avait huit côtés; et en général en autant de 
triangles que Ict polygone a de côtés moins deux; car 
ces triangles peuvent être considérés comme ayant 
pour sommet commun k point A , et pour bases les 
différents côtés du polygone , excepté les deux qui 
forment l'angle A. On voit en même temps que la 
somme des angles de tous ces triangles ne diffère 
point de la somme des angles du polygone; donc 
cette dernière somme est égale à autant de fois deux 
angles droits qu'il y a de triangles , c*est-à-dire qu'il 
y a d'unités dans le nombre des côtés du polygone 
moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles d'un quadri- 
latère est égale à deux angles droits multipliés par 
4-*-2 , ce qui £iit quatre angles droits; donc si tous 
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les angles du quadrilatère sont égaux, chacun d'eux 
sera un angle droit : ce qui justifie la définit, xvii, 
où Ton a supposé que les quatre angles d'un qua- 
drilatère sont droits dans le cas du rectangle et du 
quarré. 

If. La somme à3s angles d'un pentagone est de a 
angles droits multipliés par 5 — 2, ce qui fait 6 angles 
droits; donc lorsqu'un pentagone est équiangle, c'esl- 
à-dire lorsque ses angles sont égaux les uns aux autres , 
chacun d'eux est égal au cinquième de six angles 
droits , ou aux | d'un angle droit. 

III. La somme des angles d'un hexagone est de 
2X (6 — 2) ou 8 angles droits; donc dans l'hexagone 
équiangle , chacun des angles est le sixième de 8 an- 
gles droits , ou les y d'un angle droit ; ainsi de suite. 
Hg. 43. Scholie, Si on voulait appliquer cette proposition à 
un polygone qui aurait un ou plusieurs angles re/i^ 
trants^ il faudrait considérer chaque angle rentrant 
comme étant plus grand que deux angles droits. M^ûs , 
pour éviter tout embarras , nous ne considérerons 
ici, et dans la suite, que les polygones à angles sail- 
lants , qu'on peut appeler autrement polygones cort^ 
çeoces. Tout polygone convexe est tel qu'une ligne 
.droite , menée comme on voudra , ne peut rencontrer 
le contour de ce polygone qu'en deux points. 

PROPOSITION XXIL 

THEOREME, 

|ig.36. Si deux lignes droites ACj ED, sont perpen- 
diculaires à une troisième AE , ces deux lignes 
seront parallèles ^ c^est-à-dire qu'elles ne pour- 
ront se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge. 

Car, $i elles se rencontraient en uu point O, il y 



aurait denx perpendiculaires OAy OE, abaissées d'un 
même point O sur une même ligne AE , ce qui est 
impossible. *pr.i5. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si deux lignes droites AC, BD , font avec une fig. 36. 
troisième AB, deux angles intérieurs CAB^ ABD, 
dont la somme soit égale à deux angles droits y 
les lignes. AC , BD , seront parallèles. 

Si les angles CAD, ABD étaient égaux entre eux, 
ils seraient droits l'un et l'autre, et on tomberait dans 
le cas de la proposition précédente : supposons donc 
que ces deux angles sqnt inégaux , et par le point A 
soit abaissée AE perpendiculaire sur BD. 

Dans le triangle rectangle ABE, la somme des 
deux angles aigus ABE, BAE est égale à un angle 
droit *5 cette somme étant retranchée de celle des*pr.ao, 
deux angles ABE , BAC , qui , par hypothèse , est ^^^' 
égale à deux angles droits , il restera l'angle C AE égal 
à un angle droit; donc les deux lignes AC , BD , sont 
perpendiculaires à une même ligne AE; donc elle^i 
sont parallèles *. * pr. aa. 

PROPOSITION XXIV. 

THEpREMB. 

Si deux lignes droites AF , BD, Jbnt avec une fig.36.â. 
troisième àJ& deux angles intérieurs FAB, ABD, 
dont la somme soit moindre ou plus grande que 
deux angles droits, je dis que les deux lignes 
AF, BD, prolongées suffisamment ^ se rencon- 
treront, - 

Menez AC de manière que la somme; des angles 1 
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C AB -f-ABD soit égale à deux angles droits ; il pourra 
arriTer deux, cas , selon que Tangle BAF sera plus petit 
ou plus grand que BAC, c'est-à-dire selon que la 
somme donnée FAB + ABD sera plus petite ou plus 
grande que deux angles droits. 

Soit lo l'angle BAF < BAC; tirez par le point A 
une oblique quelconque AM qui rencontre BD en* M ; 
Tangle. AMB sera égal à MAC , puisqu'en ajoutant 
de part et d'autre Une même quantité MAB+ABM^ 
les deux sommes sont égales chacune à deux angles 
droits. Prenez maintenant MN = AM , et joignez 
AN; l'angle AMB, extérieui* au triangle MAN^ est 
^al à la somme des deux intérieurs opposés M AN, 
♦pr.ao. ANM * ; ceux-ci sont égaux entre eux, puisque 
AM==MN; donc l'angle AMB ou son égal MAC 
est double de MAN; donc la ligne AN divise en deux 
parties égales l'angle CAM , et rencontre la ligne BD 
en un point N situé a la distance MN= AM. Il suit 
de la même démonstration que si sur la ligne B£) 
on prend semblablement N P = A N , on aura le 
point P où doit aboutir la ligne droite qui divise en 
deux parties égales l'angle C A N, On peut donc 
prendre ainsi successivement la moitié , le quart , 
le huitième , le seizième , etc. de l'angle CAM , et 
les lignes qui opèrent ces divisions rencontreront la 
ligne B D en des points de plus en plus éloignés , 
mais faciles à déterminer, puisqu'on aura successi- 
vement MN=AM, NP=AN, P(^AP, etc. On peut 
même remarquer que chaque distance d'un point 
d'intersection au point A n'est pas toutvà-faît double 
de la distance de l'intersection précédente ; car AN ^ 
par exemple , est moindre que A M -f- M N , ou qttef 
le double de AM , on a pareillemett AP < 2AN, 
AXJ<2AP, et ainsi de suite. Mais, en continuant 
de sous - diviser Tangle C A M en raison douMe ^ 
^n parviendra bientôt à un angle GAZ plus petit 
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que Fangle donné CAF, et il sera encore vrai que 
AZ prolongée rencontre BD en un point déterminé ; 
donc , à plus forte raison , la ligne A F , située dans 
Tangle BAZ , rencontrera BD ; donc , si les deux an- 
gles BAF , ABD , font ensemble une somme moindre 
que deux angles droits, les lignes AF, BD, prolon- 
gées suffisamment , se rencontreront. 

Supposons , 2<> que les deux angles FAB , ABD , fig.3dJfaK 
lassent une * somme plus grande que deux angles 
Cboits ; si on. prolonge F A vers G et D B vers E , là 
sonmie des quatre angles FAB , BAG , ABD , ABE , 
isera égale à quatre angles droits*; et si on en re-*pr. a. 
tranche F A B + A B D plus grande que deux angles 
droits , le reste BAG + ABE sera plus petit que deux 
deux angles droits ; donc , suivant le premier cas , 
les lignes AG, BE, prolongées suffisamment, doi- 
vent se rencontrer. 

Corollaire. Par un point donné A on ne peut me- fig.36*«, 
ner qu'une seule paraîlele à la ligne donnée BD; car 
il n'y a qu'une ligne AC qui fasse la somme des deux 
angles BAC-+-ABD égale à deux angles droits, celle- 
là est la parallèle demandée : toute autre ligne AF 
ferait la somme des deux angles BAF + ABD , pluâ 
petite ou plus grande que deux angles droits ; donc 
elle rencontrerait la ligne BD. 

PROPOSITION XXV. 

Si deux lignes paralieies AB , CD, sont ren- fig. 37. 
contrées péiT unesécanteEF , la somme des deuùt> 
angles intérieurs AGO , GOC , sera égale à deux> 
angles droits. 

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux 
lignes AB, CD, se rencontreraient d'un côté ou de 
V^ij^trç *, ç^ ne seraient pas parallèles, *p^.^^ 
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Corollaire L Si l'angle G OC est droit, Tangle AGO 
doit rétre aussi ; donc toute ligne perpendiculaire à 
Vune des parallèles est perpendiculaire à Vautre. 

Corollaire IL Puisque AGO+GOC est égal à 
deux angles droits , et que GOD + GOCest aussi 
égal à deux angles droits , en retranchant de part et 
d'autre GOC, on aura l'angle AGO=GOD. Par con- 
séquent les quatre angles aigus EGB, AGO, GOD, 
GOF, sont égaux entre eux; il en est de même des 
quatre angles obtus AGE , 0GB , COG , DOF ; et en 
même temps , si on ajoute l'un des quatre angles ai- 
gus à l'un des quatre obtus , la somme fera toujours 
deux angles droits. 

Scholie» On donne ordinairement des noms parti- 
culiers à quelques-uns de ces angles comparés deux 
à deux. Nous avons déjà appelé les angles AGO^ 
GOC, intérieurs d^un même côté; les angles EGO, 
GOD , ont le même nom ; les angles AGO , GOD , s'ap- 
pellent alternes'internes , ou simplement alternes ; il 
en est de même des angles BGO, GOC : les angles 
* EGB , GOD , s'appellent internes ^ externes ; et enfin 
les angles EGB, COF, prennent le nom d'alternes-^ 
externes. On peut donc regarder comme autant de 
propositions déjà démontrées , les suivantes : 

i^ Les angles intérieurs d'im même côté, pris en- 
semble , valent deux angles droits ; 

2? Les angles alternes-internes sont égaux ; 

3® Les angles internes-externes sont égaux; 

4® Les angles alternes-externes sont égaux. 
. Réciproquement, si les angles désignés dans un de 
ces cas sont égaux , on peut conclure que les lignes 
auxquelles ils se rapportent sont parallèles. Soit , par 
exemple , l'angle A G O = G O D ; puisque G O C -+- 
GOD est égal à deux droits , on aura aussi A G 0+ 
-pr.23. COG égal à deux droits; donc * les lignes AG, CO , 
sont parallèles» 
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PROPOSITION XXVI. 

THÉORÈME. 

Deux lignes AB , CD , parallèles à une troU fig. 3f . 
sieme EF , sont parallèles entre elles. 

Menez la sécante PQR perpendiculaire à £F. Puis^ 
que AB est parallèle à EF , PR sera perpendiculaire 
à AB ^ ; de même, puisque CD est parallèle à EF , ♦pr.aS^ 
la sécante PR sera perpendiculaire à CD ; donc AB et co^. i. 
CD sont perpendiculaires à la même ligne PQ , donc 
«lies sont parallèles *, ^pr.an. 

PROPOSITION XXVII. 



THEOREME. 



1 

Deux parallèles sont par-tout également dis^ 
tantes: 

Entre les deux parallèles AC, BD , menez par-tout gg. 39. 
où vous voudrez les deux perpendiculaires AB, CD, 
je dià que ces deux perpendiculaires sont égales. 

Les lignes AB , CD , perpendiculaires à Tune des 
parallèles, sont en même temps perpendiculaires à 
l'autre*; et si on mené EF pependiculaire sur le*pr.a5: 
milieu de AC, EF sera'aussi perpendiculaire à BD, 
de sorte que tous les angles enA,E,C,B,F,D, 
seront droits. Cela posé , je dis que le quadrilatère 
AEFB peut être placé exactement sur le quadrilatère 
CEFD; car le côté EF est commun , l'angle AEF est 
^al à FEC, et le côté EA est égal à EC par cons- 
truction ; donc le point A tombera en C. Mais l'an- 
gle EAB est égal à ECD; donc AB et CD seront dan* 
une même direction. D'ailleurs l'angle EFB=:EFD; 
dcmc FB et FD seront aussi dans la même direc- 
tion ; donc les deux quadrilatères coïncideront entiè- 
rement l'un av^ l'autre , et on aura par conséquent 
AB=CD. 
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PROPOSITION XXVIlî. 
ruÈoK&mni 

fig 4o* Si deux angles BAC> D£F, ont tes côtés pa- 
ralleles chacun à chacun ,■ et dirigés dans le 
même sens, ces dewt angles seront égaux. 

Prolonge* , s^il est nécessaire , DE jusqu^à la ren- 
contre de ÂG en G ; l'angle DEF est égal à DGC, 
•pr. a5. parceque EF est parallèle à GC * ; l'angle DGC est égal 
à BAC, parceque DG est parallèle à AB ; donc l'angle 
DEF est égal à BAC. 

Scholie, On met dans cette proposition la restric- 
tion que EF soit dirigé dans le même sens que AC^ 
et ED dans le même sens que AB ; car si on prolonge 
FE vers H , l'angle DïlH aura ses côtés parallèles à 
ceux de l'angle BAC , mais ces angles ne seront paa 
égaux , parceque £H et AC sont dirigés en sens con- 
traires : dans ce cas, l'angle PEH et l'angle BAC fch 
raient ensemble deux angle$ droits. 

PROPOSITIOT^ XXIX. 

Les côtés opposés d*ùn parallélogramme sont 
égaux ainsi que les angles opposés. 

fi 44, Tirez la diagonale BD , les deux triangles ADB | 
DBC ) ont le côté commun BD ; de plus , à cau$0 deê 

♦pp. 25. parallèles AD , BC , l'angle ADP=DPC *, et à cause 
des parallèles AB , CD , l'angle ABD = BDC ; donc 

♦ pr. 7, les deux triangles ADB , DBC ^ sont égaux * ; donc to 
côté AB opposé à l'angle ADB est égal au côté DC 
opposé à l'angle égal DBC , et pareillement le troi-* 
sieme côté AD est égal au troisième BC; donc le^ 
côtés opposés d'un parallélogramme sont égaux« 
En second lieu , de l'égalité des mêmes triangles il 
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s^ensuit que l'angle Â est égal à Fangle C , et aussi qu« 
Fangle ADC , composé des deux angles ÂDB , BDG, 
est égal à Tangle ABC , composé des deux angles 
DBC y ABD ; donc les angles opposés d'un parallélo* 
gramme sont égaux. 

Corollaire. Donc deux parallèles A B , CD, com- 
prises entre deux autres parallèles AD ^ BC y sont 
égales. • 

PROPOSITION XXX, 



THEOilBMX. 



Si dans un quadrilatère ABCD les côtés oppa- %. 44. 
ses sont égaux y en sorte qu*on ait AB =CD, et 
AD[= BC, les côtés égaux seront parallèles y et 
la figure sera un parallélogramme. 

Car, en tirant la diagonale BD^ les deux triangles 
ABD , BDG , auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun ; donc ils seront égaux ; donc Tangle ADB op- 
posé au côté AB , est égal à l'angle DBC opposé au 
côté CD ; donc * le côté AD est parallèle à BC. Par ♦pr.utf. 
une semblable raison AB est parallèle à CD ; donc \% 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme* 

PROPOSITION XXXI. 



THÉORÈME. 



Si deux côtés opposés AB, CD, d*un quadri-%^,^ 
latere sont égaux et parallèles , les deux autres 
côtés seront pareillement égaux et parallèles, 
€t la figure ABCD sera un parallélogramme. 

Soit tirée la diagonale BD ; puisque AB est pa- 
rallèle à CD , les angles alternes ABD , BDC, sont 
égaux * : d'ailleurs le côté AB = DC , le côté DB est ♦pr. 9^ 
commun ; donc le triangle ABD est égal au triangle 
OBC * y douQ le côté AD =; BC , l'angle ADB = DBC, * p? ^ ^ 
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et par conséquent AD est parallèle à BC ; donc la 
figure ABCD est un parallélogramme. 

, PROPOSITION XXXII. 

THÉO&EME. 

fig.45. Les deux diagonales kC ^ DB, d*un parallé* 
logramme se coupent nmtuéllemeht en deux 
parties égales au point G. 

Car en comparant le triangle ADO au triangle COB, 
♦pr.a5.on trouve le côté AD = CB, l'angle ADO=CBO*, 

et l'angle DAO =: OCB ; donc ces deux triangles sont 
*pr. 7. égaux*; donc AO, côté opposé à l'angle ADO, est 

égal à OC , côté opposé à Tangle OBC ; donc aussi 

DO = OB. 

Scholie. Dans le cas du losange les côtés AB , BC , 
étant égaux , les triangles AOB , OBC , ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun , et sont par conséquent 
égaux ; d'où il suit que l'angle / AOB = BOC , et 
qu'ainsi les deux diagonales d'un losange se coupent 
mutuellement à angles droits. 
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êHvài angle droit ; de sorte que Tangle droit étant ex- 
|)rimé par i ^Tangle du triangle équilatéral sera expri* 
méparj. 

YI. Dans tout triangle BAC , si on prolonge le côté fig- 4i 
CA vers D, Tangle extérieur BAD sera égal à la somme 
des deux intérieurs opposés B et C ; car, en ajoutant de 
part et d^autre BAC, les deux sommes sont égales k 
deux angles droits. 

PROPOSITION XXL 



\ TRfiOHElffE. 



La somme de tous les angles intérieurs d'un 
polygone est égale à autant de /bis deux angles 
droits quiljr a d'unités dans le nombre des 
côtés moins deux. 

Soit ABCDEF , etc. , le polygone proposé ; si du Sg. 4a. 
sommet d'un même angle A, on mené à tous les 
«sommets des angle$ opposés tes diagonales AC , AD , 
A£ , etc. , il est aisé de voir que le polygone sera par- 
tagé en cinq triangles, s'il a sept côtéft| en six trian* 
gles , s'il avait huit côtés ; et en général en autant de 
triangles que le: polygone a de côtés moins deux; car 
ces triangles peuvent être considérés comme ayant 
pour sommet commun k point A , et pour bases les 
différents côtés du polygone , excepté les deux qui 
forment l'angle A. On voit en ménie temps que la 
somme des angles de tous ces triangles ne diffère 
point de la somme des angles du polygone; donc 
cette dernière somme est ^ale à autant de fois deux 
angles droits qu'il y a de triangles , c'est-à-dire qu'il 
y a d'unités dans le nombre des côtés du polygone 
moins deux. 

Corollaire I. La somme des angles d'un quadri- 
latère est égale à deux angles droits multipliés par 
4-*-2 , ce qui £iit quatre angles droits; donc si tous 
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre 
un arc DE et les deux rayons CD , CE , menés aux 
extrémités de cet arc. 
fig- 47- VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle , celle 
dont les extrémités sont à la circonférence ^ comme 
AB; 

Angle inscrit, un angle tel que BAC , dont le som- 
met est à la circonférence , et qui est formé par deux 
cordes; 

Triangle inscrit, un triangle tel que BAC , dont 
les trois angles ont leurs sommets à la circonférence ; 

Et en général y^ure inscrite, celle dont tous lear 

angles ont lesurs sommets à la circonférence : en même 

temps on dit que le cercle est circonscrit à cette figure. 

%. 48; YII. On appelle sécante une ligne qui rencontre la 

circonférence en deux points : telle est AB. 

VIII. Tangerue est une ligne qui n^a qu'un point 
de commun avec la circonférence ; telle est CD. 

Le point commun M s'appelle poirude coruact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont tan^ 
gentes l'une à l'autre, lorsqu'elles n'ont qu'un point 
de commun. > 

X. Un polygone est circonscrit à un cercle, lorsque, 
tous ses côtés sont des tangentes à la circonférence ; 
dans le même cas on dit que le cercle est inscrit», 
dans le polygone. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEORSMS. 

fig. 49. 2out diamètre AB divise le cercle et sa circon- 
férence en deux parties égales. 

Car si on applique la figure AEB sur AFB , en. 
conservant la b^^® commune AB , il faudra que la 
ligne courbe ^^^ tombe exactement sur la ligne^ 
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courbe AFB , sans quoi il y aurait dans l'une ou 
l'autre des points inégalement éloignés du centre , ce 
qui est contre la définition du cercle. 

PROPOSI%ION IL 

TH£ORBM£. 

Toute corde est plus petite que le diamètre^ 

Car si aux extrémités de la corde AD on mené les fig. 49. 
rayons AG, CD , on aura la ligne droite AD < AC H~ 
CD,ouAD<AB. 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu'on 
puisse inscrire dans un cercle est égale à son diamètre* 

PROPOSITION IIL 

TREOREMË^ 

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir- 
conférence en plus de deux points. . 

Car si elle la rencontrait en trois , ces trois points * 
seraient également distants du centre ; il y aurait donc 
trois droites égales menées d'un même point sur une 
même ligne droite , ce qui est impossible *. * pr. 16, 

PROPOSITION IV. 

Dans un même cercle ou dans des cercles 
égaux , les arcs égaux sont sous^tendus par des 
cordes .égales f et réciproquement les cordes 
égales sous-tendent des arcs égaux. 

Lé rayon AC étant égal au rayon EO , et l'arc AMD ^g ^o, 
égal à l'arc ENG , je dis que la corde AD sera égale 

à la corde EG, 

3. 
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Car le diamètre ÂB étant égal au diamètre EF , le 
demi-cercle AMDB pourra s'appliquer exactement sur 
le demi-cercle ENGF , et la ligne courbe AMDB coïn- 
cidera entièrement avec la ligne courbe ENGF. Mais 
on suppose la portion ABlD égale à la portion ENG ; 
donc le point ï) tombera sur le point G; donc la corde 
. AD est égale à la corde EG. 

Réciproquement, en supposant toujours le rayon 
AC = EO , si la corde ÀD =z= EG , je dis que l'arc AMD 
sera égal à l'arc ENG. 

Car en tirant les rayons CD , OG , les deux trian- 
gles ACD , EOG , auront les trois côtés égaux chacun 
à chacun , savoir , AC = EO , CD = OG , et AD == 
II, 1. EG ; donc ces triangles sont égaux* ; donc l'angle 
ACD = EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur 
son égal EGF , puisque l'angle ACD = EOG , il est 
clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG , et le 
point D sur le point G ; donc Tare AMD est égal à 
l'arc ENG. 

PROPOSITION V. 



A 



THEOREME. 



Dans le même cercle ou dans des cercles égaux , 
un plus grand arc est sous-tendu par une plus 
grande corde ^ et réciproquement (pourvu que les 
arcs dont il s'agit soient moindres qu'une demi- 
circonférence). 

fig. 5o. Car soit l'arc AH plus grand que AD , et soient 
menées les cordes AD , AH , et les rayons CD , CH : 
les deux côtés AC , CH , du triangle ACH sont- égaux 
aux deux côtés AC , CD , du triangle ACD : l'angle 

* 10, 1. ACH est plus grand que ACD ; donc* le troisième 
côté AH est plus grand que le troisième AD ; donc 
la corde qui sous-tend le plus grand arc est la plus 
grande. 
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plus 
grande que AD , on conclura des mêmes triangles 
que Tangle AGH est plus grand que ACD , et qu^ainsi 
Tare AH est plus grand que AD. 

Scholie. Nous supposons que les arcs' dont il s^agit 
sont pUis petits que la demi - circonférence. S'ils 
étaient plus grands , la propriété contraire aurait lieu ; 
l'arc augmentant , la corde diminuerait , et récipro- 
quement : ainsi l'arc AKBD étant plus grand que 
AKBH , la corde AD du premier est plus petite que 
la corde AH du second. 

PROPOSITION VL 

THEOREME. 

Le rayon CG, perpendiculaire à une corde sq.si, 
AB , divise cette corde et l'arc sous- tendu AGB, 
chacun en deux parties égales. 

Menez les rayons CA , CB ; ces rayons sont , par 
rapport à la perpendiculaire CD , deux obliques égales ; 
donc ils s'écartent également de la perpendiculaire*; * 16, i. 
doncAD = DB. 

En second lieu, puisque AD=DB, CG est une per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de AB ; donc ^ tout ♦ 17, i, 
point de cette perpendiculaire doit être également 
distant des deux extrémités A et B* Le point G est un 
de ces points ; donc la distance AG = GB. Mais si la 
corde AG est égale à la corde GB , l'arc A G sera égal , 
à l'arc GB * ; donc le rayon CG , perpendiculaire à la * p,. 4. 
corde AB, divise l'arc sous -tendu par cette coMe ^n 
deux parties égales au point G. 

Scholte, Le centre C , le milieu D de la corde AB , 
et le milieu G de l'arc sous -tendu par cette corde, 
sont trois points situés sur une même ligne perpen- 
diculaire à la corde. Or il siifBt de deux points pour 
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moitié de ÂB , est ëgal au côté DG , moitié de DE; 

*i8,i. donc ces triangles sont égaux*, et le troisième côté 
CF est égal au troisième CG ; donc , i° les deux 
cordes égales AB, DE, sont également éloignées du 
centre. 

a^ Soit la corde AH plus grande que DE, Parc 

♦pr. 5. AKH sera plus grand que Tare DME*- : sur. l'arc 
AKH prenez la partie ANB:=:DME, tirez la corde 
AB, et abaissez CF, perpendiculaire sur cette corde, 
et CI , perpendiculaire sur AH ; il est clair que CF 
16 > I. est plus grand que CO, et CO plus grand que CI *; 
donc à plus ibrte raison CF > CI. Mais CF:=:CG, 
puisqi^ les cordes AB , DE , sont égales ; donc on a 
CG > CI ; donc de deux cordes inégales la plus petite 
est la plus éloignée du centre, 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

«g. 54. La perpendiculaire BD, menée à V extrémité 
du rayon CAj est une tangente à la circonférence; 

Car toute oblique CE est plus longtie que la per- 

♦ 16, 1. pendiculaire CA*; donc le point E est hors du cercle; 

donc la ligne BD n'a que le point A commun avec la 

♦ dëf. 8. circonférence ; donc BD est une tangente *. 

Scholie, On ne peut mener par un point donné A 
qu'une seule tangente AD à la circonférence; car si 
on en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus 
perpendiculaire au rayon CA ; donc , par rapport à 
cette nouvelle tangente, le rayon CA serait une oblique, 
et la perpendiculaire , abaissée du centre sur cette 
tangente , serait plus courte que CA ; donc cette pré- 
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une 
sécante. 
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PROPOSITION X. 



THÉORÈME. 



Deux parallèles AB , DE , interceptent sur la fig. ss. 
circonférence des arcs égaux MN , PQ. 

Il peut arriver trois cas, 

1® Si les deux parallèles sont sécantes , menez le 
rayon CH perpendiculaire à la corde MP , il sera en 
même temps perpendiculaire à sa parallèle NQ*; donc ♦ a5, i. 
le point H sera à la fois le milieu de l'arc MHP et 
celui de Tare NHQ* ,• on aura donc Tare MH = HP, * 6. 
et l'arc NH=HQ : de là résulte MH — NH = HP 
— HQ , c'est-à-dire MN = PQ. 

2^ Si des deux parallèles ÂB , DE , l'une est se- fig. 56. 
cante , l'autre tangente ; au point de contact H menez 
le rayon CH ; ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE * , et aussi à sa parallèle MP. Mais puisque * g. 
CH est perpendiculaire à la corde MP, le point H est 
le milieu de l'arc MHP ; donc les arcs SlH , HP, com- 
pris entre les parallèles AB, DE, sont égaux. 

3® Enfin si les deux parallèles DE , IL , sont tan- 
gentes, l'une en H, l'autre en K, menez la sécante 
parallèle AB , vous aurez , par ce qui vient d'être dé- 
montré , MH = HP et MK = KP ; donc l'arc entier 
HMK = HPK, et de plus on voit que chacun de ces 
arcs est une demi-circonférence. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

*Sï deux circonférences se coupent en deux 
points, la ligne qui passe par leurs centre^sera 
perpendiculaire à la corde qui joint les points 
d* intersection y et la divisera en deux parties 
égales. 
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%. ^7 Car la ligne AB , qui joint les points dlntersection , 
*' * est une corde commune aux deux cercles. Or si sur le 
milieu de cette corde on élevé une perpendiculaire, 
* 6. elle doit passer par chacun des deux centres C et D*. 
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu'une 
seule ligne droite ; donc la ligne droite , qui passe par 
les centres , sera perpendiculaire sur le milieu 4c la 
corde commune. 

PROPOSITION XIL 

THEOREME. , 

Si la distance des deux centres est plus courte 

que la somme des rayons j et si en même temps 

le plus' grand rayon est moindre que la somme 

du plus petit et de la distance des centres , les 

deux cercles se couperont. 

ûg. S'y C^r pour qu'il y ait lieu à intersection , il faut que 

** ^^* le triangle CAD soit possible : il faut donc , non seu- 

fig. 57. lement que CD soit < AC + AD , mais aussi que le 

f g. 58. plus grand rayon AD soit < AC + CD. Or , toutes les 

fois que le triangle CAD pourra être construit , il est 

clair que les circonférences décrites des centres C et 

D, se couperont en A et 3. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

fig. 59. Si la distance CD des centres de deux cercles 
est égale à la somme de leurs rayons CA , AD , 
ces deux cercles se toucheront extérieurement. 

Il est clair qu'ils auront le point A commun ; mais 
ils n'auront que ce point; car pour qu'ils eussent deux 
points communs il faudrait que la distance des centrer- 
fat plus.petite que la somme des rayons, 
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PROPOSITION XIV. 



THÉORÈME. 



Si la distance CD des centres de deux cercles ^g- ^o. 
est égale à la différence de leurs rajvns CA, AD, 
<;es deux cercles se toucheront intérieurement. 

D'abord il est clair qu'ils ont le point A commun ; 
ils n'en peuvent avoir d'autre ; car pour cela il fau- 
drait que le plus grand rayon AD fût plus petit que la 
€Qmme faite du rayon AC et de la distance des centres 
CD* , ce qui n'a pas lieu. * 12. 

Corollaire, Donc, si deux cercles se touchent, soit 
intérieurement , soit extérieurement , les centres et le 
point de contact sont sur la même ligne droite. 

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur fig. 59 
la droite CD, et qui passent par le point A, sont tan- ^ 
gents les uns aux autres \ il n'ont entre eux que le 
seul point A de commun . Et si par le point A on mené 
AE perpendiculaire à CD, la droite AE sera une tan- 
gente commune a tous ces cercles. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux y %. 61 . 
les angles égaux ACB , DCE , dont le sommet est 
au centre , interceptent sur la circonférence des 
arcs égaux AB , DE. 

Réciproquement , si les arcs AÎJ , DE , sont 
égaux y les angles ACB, DCE, seront aussi égaux , 

. Car , i» si l'angle ACB est égal à l'angle DCE, ces 
deux angles pourront se placer l'un sur l'autre ; et 
comme leurs côtés sont égaux , il est clair que le 
point A tomba:« en D , et le point B mx £• Mais alors 
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l'arc AB doit aussi tomber sur Tare DE; car si le» 
deux arcs n'étaient pas confondus en un seul , il y 
aurait dans l'un ou dans Fautive ^ des points inégale*^ 
ment éloignés du centre , ce qui est impossible ; donc 
l'arc AB = DE. 

a<> Si on suppose AB = DE , je dis que l'angle 
ACB sera égal à DGË ; car si ces angles ne sont pas 
égaux ^'soit ACB le plus grand , et soit pris AGI =r 
DCE ; on aura ,'par ce qui vient d'être démontré , AI 
= D£ : mais, par hypothèse, l'arc AB==DE; donc 
on aurait AI=: AB , ou la partie égale au tout , ce qui 
est impossible ; donc l'angle ACB = DCE. 

PROPOSITION XVI. 

THÉOEEMC. 

fig. 62. Dans le même cercle ou dans des cercles égaux j 
si deux angles au centre ACB , DCE , sont entre 
eux comme deux nombres entiers , les arcs inter- 
ceptés AB , DE , seront entre eux comme les 
mêmes nombres ^ et on aura cette proportion : 
Angle ACB : angle DCE :: arc AB : arc DE. 

Supposons , par exemple , que les angles ACB , 
DCE , soient entre eux comme 7 est à 4 ; ûu , ce qui 
revient au même , supposons que l'angle M , qui ser- 
vira de commune mesure , soit contenu sept fois dans 
l'angle ACB , et quatre dans l'angle DCE. Les angles 
partiels KCm , mCn , nCp , etc. DC^ , xCjr , etc. 
étant égaux entre eux , Jes arcs partiels Am , m^n , 
* i5. np, etc. Do:, xj", etc. , seront aussi égaux entre eux*f 
donc l'arc entier AB sera à l'arc entier DE comme 
7 est à 4- Or il est évident que le même raisonne- 
ment aurait toujours lieu, quand à la place de 7^ et 4 
on aurait d'autres nombres quelconques ; donc , si le 
rappoi^ des angl^ ACP , DCE , peut-être exprimé 
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en nombres entiers , les arcs AB , DE , seront entre 
«ux comme les angles AGB , DCE. 

Scholie. Réciproquement , si les arcs AB, DE, 
étaient entre eux comme deux nombres entiers , les 
angles ACB , DCE , seraient entre eux comme les 
mâmes nombres , et on aurait toujours AGB : DCE 
:: AB ; DE; car les arcs-partiels Km , nm^ etc. Do?, 
x^ , etc. , étant égaux , Içs angles partiels AG;» > 
mCii, etc. y 'DCx , xCjr , etc. , sont aussi égaux. 

PROPOSITION XVII. 

TBÉORSME. 

Quel que soit le rapport des deux angles ACB , fi«. 63. 
ACp , ces deux angles seront toujours entre eux , 
comme les arcs AB , AD , interceptés entré leurs 
côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

Supposons le plus petit angle placé dans le plus grand : 
si la proposition énoncée n'a pas lieu , Tangle ACB sera 
à l'angle ACD comme Tare AB est à im arc plus grand 
ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand , 
et représentons -le par AO, nous aurons ainsi : 
. Angle ACB : angle ACD : : arc AB : arc AO. 
■ Imaginons maintenant que l'arc AB soit divisé en 
parties égales dont chacune soit plus petite que DO , 
il y aura au moins un point de division entre D et O : 
soit I ce point , et joignons CI ; les arcs AB , AI , seront 
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en 
vertu du théorème précédent : 
. Angle ACB : angle AGI : : arc AB ; arc AI. 

Rapprochant ces deux proportions l'une de l'autre, 
et observant que les, antécédents sont les mêmes , on 
en- conclura que les conséquents sont proportionnels, 
et qu'ainsi : 
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Angle ACD : angle AGI : : arc AO : arc AI. 

Mais l'arc AO est plus grand que Tare AI : il fau- 
drait donc , pour que la proportion subsistât , que 
l'angle ACD fftt plus grand que l'angle ACI ; or aii 
contraire il est plus petit ; donc il est impossible que 
l'angle ACB soit à l'angle ACD comme l'arc AB est i 
un arc plus grand que AD. 

On démontrerait par un raisonnement entièrement 
semblable que le quatrième terme de la proportion 
ne jJeut être plus petit que AD ; donc il est exactement 
AD ; donc on a la proportion : 

Angle ACB: angle ACD:: arc ABrarc AD. 

Corollaire. Puisque l'angle au centre du cercle et 
l'arc intercepté entre ses côtés ont une telle liaison 
que quand l'un augmente ou diminue dans un rap- 
port quelconque , l'autre augmente ou diminue dana 
le même rapport , on est en droit d'établir l'une de 
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous 
prendrons désormais l'arc AB pour la mesure de 
l'angle ACB. Il faut seulement observer, dans la com- 
paraison des angles entre eux , que les arcs qui leur 
servent de mesure doivent être décrits hvec des rayons 
égaux ; car c'est ce que supposent toutes les proposi- 
tions précédentes. 

SchoUe I. Il paraît plus naturel de mesurer une 
quantité par une quantité de la même espèce, et 
5ur ce principe il conviendrait de rapporCei*^ tou» 
les angles à l'angle droit : ainsi Tangle droit étant 
l'unité de mesure , un angle aigu serait exprimé par 
un nombre compris entre o et i , et un angle obtus 
par un nombre entre i et 2. Mais cette manière 
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode 
dans l'usage ; on a trouvé beaucoup plus simple de 
les mesurer par des arcs de cercle , à cause de la faci- 
lité de faire des arcs égaux à des arcs donnés , et pour 
beaucoup d'autres raisons. Au reste, si la mesure des 
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angles par les arcs de cercle est en quelque sorte 
indirecte , il n^en est pas moins facile d^obtenir par 
leur moyen la mesure directe et absolue ; car si vous 
comparez Tare qui sert de mesure à un angle avec le 
quart de la circonférence , tous aurez le rapport de 
Tangle donné à rangle droit , ce qui est la mesure 
absolue. 

. Scholie II. Tout ce qui a été démontré dans les 
trois propositions précédentes pour la comparaison 
des angles aVec les arcs , a lieu également pour la com- 
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs 
sont égaux lorsque les angles le sont, et en général ils 
sont proportionnels aux angles ; donc deux secteurs 
ACB , ACD , pris dans le même cercle ou dans des^ 
cercles égaux , sont entre eux comme les arcs AB ^ 
AD j bases de ces mêmes secteurs. 

^On Toit par*là que les arcs de cercle qui serrent 
de mesure aux angles peuvent aussi servir de mesure 
aux différents secteurs d'un même cercle ou de cercles 
égaux. 
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PROPOSITION XVIU, 



THEO&BME. 



V angle inscrit BAD a pour rnesure la moitié fig 64 
de Varc BD compris entre ses côtés. ** ^^' 

Supposons d'abord que le centre du cercle soit 
situé dans l'angle BAD , on mènera le diamètre AE Sg. 64. 
et les rayons GB , CD. L'angle BCË , extérieur au 
triangle ABC , est égal à la somme des deux intérieurs 
GAB, ABC* : mais le triangle BAC étant isoscele^* 20,1. 
l'angle CAB=ABC ; donc l'angle BGE est double 
de BAC. L'angle BCE , comme angle au centre , a 
pour mesure l'arc BE ; donc l'angle BAC aura pour 
mesure la moitié de BE. Par une raison semblable , 
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Fangle CAD aura pour mesure la moitié de ED ; donc 
BAC + CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de 
BE + ED ou la moitié de BD. 

fig. 65. Supposons en second lieu que le centre C soit f itué 
hors de Tangle BAD , alors menant le diamètre AE , 
l'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE \, Tangle 
DAE la moitié de DE ; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié de ED, 
ou la moitié de BD. 

' Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de 
l'arc compris entre ses côtés. 

fig. 66. Corollaire I. Tous les angles BAC, BDC^ etc. , ins- 
crits dans le même segment sont égaux; car ils Ont 
pour mesure la moitié de l'arc BOC. 

fig. 67. II. Tout angle BAD inscrit dans le demi - cercle 
est un angle droit ; car il a pour mesure la moitié 
de la demi -circonférence BOD , ou le quart de la 
circonférence. . 

. Pour démontrer la même chose d'une autre ma- 
nière , tirez le rayon AC ; le triangle BAC est iso- 
scele , ainsi l'angle BAC = ABC ; le triangle CAD est 
pareillement isoscele ; donc l'angle ' CAD = ADC ; 
donc BAC + CAD ou BAD = ÀBD + ADB : mais 
si les deux angles B et D du triangle ABD valent en- 
semble le troisième BAD , les trois, angles du triangle 
vaudront deux fois l'angle BAD , ils valent d'ailleurs 
deux angles droits ; donc l'angle BAD est un angle 
droit. 

fig. 66.' III. Tout angle BAC inscrit dans un segment plus 
grand que le demi-cercle est un angle aigu ; ear il a 
pour mesure la moitié de l'arc BOC moindre qu'une 
demi-circonférence. 

Et tout angle BOC inscrit dans un segment plus 
petit que le demi-cercle est im angle obtus ; car il a 
pour mesure la moitié de l'arc BAC plus grand qu'une 
demi-circonférence. 
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lY. Lt& angles opposés A et G d^un quadrilatère fig. es. 
inscrit ABCD, valent ensemble deux angles droits ; 
car Tangle BÂD a pour mesure la moitié de Tare BCD, 
Tangle B.CD a pour mesure la moitié de Tare BAD, 
donc les deux angles BAD^ BCD, pris ensemble, ont 
pour mesure la moitié de la circonférence ^ donc leur 
6omme équivaut à deux angles droits. 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

L* angle BAC ^ formé par une tangente et une % 69. 
corde , a pour mesure la moitié de l'arc AMDC 
compris entre ses côtés. 

Au point de contact A menez le diamètre AD ; 
TangleBAD est droit*, il a pour mesure la moitié de *v 
la demi-circonférence AMD , l'angle DAC a pour me- 
sure la moitié de DC ; donc BAD + DAC ou BAC a 
pour mesure la moitié de AMD , plus la moitié de DC^ 
ou la moitié de l'arc entier AMDC. 

On démontrerait de même que l'angle CAE a 
pour mesure la moitié de l'arc AC compris entre 
ses côtés. 



Problêmes relatifs aux deux premiers Livres. 

PROBLEME PREMIER. 

Diviser la droite donnée AB en deux parties fig. 70. 

égales. 

Des points A et B, comme centres, avec un rayon 
plus grand que la moitié de AB , décrivez deux arcs 
qui se coupent en D ; le point D sera également éloi- 
gné des points A et B : marquez de même au-dessus 

Sept. Ed. 4 
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OU au-dessous de la ligne AB un second point E pa- 
iement éloigné des points A et B : par les deax points 
D , E , tirez la ligne DE ; je dis que DE coupera la 
ligne AB en deux parties égales au point C. 

Car les deux points D et E étant chacun également 
éloignés des extrémités A et B , ils doivent se trouver 
tous deux dans la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite ; donc la ligne DE sera cette 
perpendiculaire elle-même qui coupe la ligne AB en 
deux parties égales au point C. 



PROBLEME II. 



fig. 71. Par un point A , donné sur la ligne BC , éle- 
ver une perpendiculaire à cette ligne. 

Prenez les points B et C à égale distance de A , en- 
suite des points B et C , comme centres , et d'un rayon 
plus grand que BA , décrivez deux arcs qui se cou- 
pent en D ; tirez AD qui sera la perpendiculaire de- 
mandée. 

Car le point D , étant également éloigné de B et de 
C , appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu 
de BC ; donc AD est cette perpendiculaire. 

Scholie, La même construction sert à faire un angle 
droit BAD en un point donné A sur une ligne don-» 
née BC. 

PROBLEMEIII. 

H' 1^- D'un point A , donné hors de la droite BD, 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite, 

Dti point A , comme centre ^ et d'un rayon suffi- 
samment grand , décrivez un arc qui coupe la ligne 
BD aux deux points B et D ; marquez ensuite un point 
E également distant des points B et D , et tirez AE qui 
sera ia perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et £ sont chacun également 
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distants des points B et D ; done la ligne AE est per- 
pendiculaire sur le milieu de BD. 

PROBLÈME IV. 

I 

Au point A de la ligne AB , faire un angle fig. 73. 
égal à V angle donné R. 

Du sommet K , comme centre , et d'un rayon à 
volonté , décrivez l'arc IL terminé aux deux côtés 
de l'angle ; du point A, comme centre, et d'un rayon 
AB égal à Kl , décrivez l'arc indéfini BO ; pi^enez en- 
suite un rhyôn égal à la corde LI ; du point B, comme 
centre , et de ce rayon , décrivez un arc qui coupe en 
D l'arc indéfini BO; tirez AD, et l'angle DAB sera 
égal à Tangle donné K. 

Car les deux arcs BD , LI , ont des rayons égaux et 
des cordes égales ; donc ils sont égaux * ; donc l'angle ♦ 4, a. 
BAD = IKL. 

PROBLEME V. 

Diviser un angle ou un arC donné en deux %. 74. 
parties égales. 

I® S'il faut diviser l'arc AB en deux parties égales, 
des points A et B., comme centres , et avec un même 
rayon , décrivez deux arcs qui se coupent en D ; par le 
point D et par le centre C tirez CD qui coupera l'arc 
AB en deux paitîes égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc 
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde, donc elle divise l'arc AB en deux parties égales 
au pointE*. ♦e,!. 

a* S'il,. faut, diviser en. deux parties i^les l'angle 
ACft, on commencera par décrire du sommet C, 
comme centre ^l'^rc AB, et le. reste comme il vient 
d'être dit. Il est clair que la ligne CD divisera en deux 
parties égales l'angle ACB. 

4. 



1 
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- Scholie. On peut par la même construction diviser 
chacune des moitiés AE, EB , en deux parties égales.; 
ainsi , par des sous-divisions successives , on divisera 
un angle ou un arc donné en quatre parties égales , en 
huit, en seize, etc. 

PROBLEME VI. 

fig. 75. Par un point donné A , mener une parallèle 
à la ligne donnée BC. 

Du point A, comme centre, et d^un rayon suffi- 
samment grand, décrivez Tare indéfini EO; du point 
JE , comme centre , et du même rayon , décrivez Tare 
AF , prenez ED=:AF , et tirez AD qui sera la parallèle 
demandée. 

Cor en joignant AE , on voit que les angles alternes 
AEF , EAD, sont égaux; donc les lignes AD, EF, sont 

♦25,1. parallèles*. 



PROBLEME vit. 



ig. 76. Deux angles A cf B d'un triangle étant don- 
nés , trouver le troisième. 

Tirez la ligne indéfinie DEF , faites au point E Pan- 
gle DEC = A , et l'angle CEH = B : l'angle restant 
HEF sera le troisième angle requis ; car ces trois angles 
pris ensemble valent deux angles droits. 

P ROBLâME VIII. 

fig. 77. Étant donnés deux côtés B ef C d'un triangle et 
V angle A qu'ils comprennent^ décrire le triangle. 
Ayant tiré la ligne indéfinie DE , faites au point D 
l'angle EDF égal à l'angle donné A ; prenez ensuite 
DG = B , DH=C , et tirez GH ; DGH sera le triangle 
demandé. 
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PROBLÈME IX. 



f 

t. 



Étant donnés un côté et deux angles d^un 
triangle y décrire le triangle. • ' .* 

Les. deux afigles donnés seront ou tous deux adjà* 
otots au càté donne, ou l'un adjacent, l'autre op{xy> 
se ; dans x» dernier cas, cherchez le troisième*, vous *'pr. 7. 
saurez ainsi les deux angles adjacents. Gela pose,' tirez 
la droite DE égalé au côté donné ^ faites au point D fig- 7^- 
l'angle EDF ^^- à l'un des ahgles adjacents , et au ' 
point E l'angle DEG ^gal à 'l'autre ; les deux lignée 
DF , EG , se couperont en H , et DEH sera le triâDgié 

requis. 

• ■ ** ■ ' 

PI10BX.B111E t. 

r 

r . ' * * 

• ' > k 

Les trois côtés A, B, C, d'un triangle étqnt h- 'J9 
donnés y décrire le triangle. 

Tirez DE égal au côté A; du point E, comme 
centre , et d'un rayon égal au second côté B , décri- 
vez un arc ,• du poî^t Djj cQmmQ)Qf ntre , et d'un rayon 
égal au troisième côté G , décrivez un autre arc qui 
coupera le premier en F ;-tirez''DF , EF , et DEF sera ' 
le triangle requis; ^?•. - 

Scholie. Si i\un 'dés côtés était phis grand que la 
0t>mm'e des deux autres, Itô arcii lie se couperaient 
^s ; mais la isohirion iierà toùj6iini possible , si la 
somme de;deux. côtés, ypris colimietMX voudra, estphul 
grande que le troisième.'^ ^' .«■ • . ^ 



PROBLEMB xi. 

-■•••• f 
■, j i" . . • Il " < « ^*. ^ » 



Étant donnés deux côtés ketH d^un triangle^ 
ifwecPangleCopposé au dôtélijdécrire le triangle. 
' Il y adeux cas : i^* si l'angle G est droit on obtus , fi^. 8e. 
feiies l'angle EDF égal à l'angle G ; {Prenez DË=: A, 
du point E, comme centre, et d'un ra^n égal au 
eôté doxuié Bj décrivez u&^àrd qui coupe en F la 
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ligne DF ; tirez EF , et PEF sera le triangle de- 
mandé, 

• Il faut dans ce pretnier cas que le ôôté>B.sôit plus 
grand que A , car fangle G étant droit ou àbtixs , est 
le plus ^and des angles du triangle; doue le côté 
apposé doit aussi êtt*è le plus grand. - ' 

fig. 8i. ^^ Si Tangle Q e^t aigu., et que B.soit plutf^rand que 
A, la même construction a toujours lieui, et DEF est 
le triangle requis. • \ "^ 

fig. 8a. •. .Mais ai, Tangle G étant aigu, le. côté B est moindre 
que A, alors Tare dédrit du centré E avec le rayon 
]gF =? B , coupera , te côté DF. en deux -points F et G , 
situés du même côté de D ; donc il y aura deux trian- 
gles DEF, DEG , qui. satis|(E»*pnt également au pro- 
blème. 

Scholie, Le pi'bblême serait impossible dans tous 
les cas, si le côt;é B était plus petit que la perperidi- 
€Ulaii^ê abaissée de E sur la ligne DF. 



■ 'I ; 
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«g. 83. Les cotés adjacents Ar et B d'un parallélor 
gramme étant donnés avec V angle C qu'ils cànt- 
prennefèt, déeriTe le parallélogramme,^ 
\^ Tirez la ligne DE nz A 1, faites au point D Taïlglè 
PDEzzsCV preneft:Dp=B ; décrrrei 'deiix -arcs , l'un 
du point F comnou» centre y.et d'un rayon F6=±:^DE, 
l'autre du point E , comme centré ^ ' et d'iui^ ï*ayon 
EG = DF : au point G , où ces^ deux arcs se coupent, 
tirez FG , EG ; et DÉGÏ' sera le parallélogramme de- 

çfiànd». V- /' ■• .. y .:• ' -. -.^ •.. .. ^^•. ■ 

Car , par constructiotivl^s côtés opposés sont égaux ; 

'3j^ X. donc.la figure décrire ^t.un paraUsélogranuDe."^ , et ce 

parallélogramme est Ibrmé avec le^ i^'ôtés doiinés et 

V^ngle donné. ^ . 

: CproUaire. Si l'apgledonné eAX droit , la figure sera 
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Un rectangle ; si de plus les côtés sont égaux , ce sera 
un quarré. 

PROBLEME XIII. 

Trouver le centre d'un cercle ou d'un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence ou dans £g. 84. 
l'arc trois points, A, B, C, joignez ou imaginez qu'on 
joigne AB e^BC , divisez c^ deux lignes en deux par- 
ties égales par les perpendiculaires DE , FG , le point 
O , où ces perpendiculaires se rencontrent , sera le 
centre cherché. 

SclioUe.- La même construction sert à faire passer 
une circonférence par les trois points donnés, A, B, C, 
et aussi à décrire une circonférence dans laquelle le 
triangle donné ABC soit inscrit. 

PROBI/âH£ XIV. 

Par un point donné mener une tangente à 
un cerclé donné. 

Si le point donné A est sur la circonférence , tirez fig. ^5, 
le rayon CA , et menez AD perpendiculaire à CA; 
AD sera la tangente demandée*. ♦9,2. 

Si le point A est hors du cercle, joignez le point fig. 86, 
A et le centre par la ligne droite CA ; divise^ C A en 
deux également au point O ; du point O , comme cen- 
tre, et du rayon OC , décrivez une circonférence qui 
coupera la circonférence donnée au point B ; tirez 
AB , et AB sera la tangente demandée. 

Car en menant CB , l'angle CBA , inscrit dans le 
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per-*i8, 2. 
pendiculaire à l'extrémité du rayon CB , donc elle est 
tangente. 

Scholie, Le point A étant hors du cercle, on voit 
qu'il y a toujours deux tangentes égales , AB , AD , 
qui paissent par le point A : elles sont égales , car le» 
tr^angleSi rectangles CBA, CDA, ont l'hypoténuse CA 
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commune, et le côté CBr=CD; donc ils sont- 
* i8>i. ëgaux* ; donc AD = AB , et en même temps Fangle 
CAD = CAB. 



PROBLEME XV. 



fig- ^7- Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

Divisez les angles A et B en deux également par 
lès lignes AO et BO qui se rencontreroyi en O ; du 
point O abaissez les perpendiculaires OD , OE , OF , 
sur les trois côtés du triangle ; je dis que ces perpen- 
cGcuIaires seront égales entre elles ; car, par construc- 
tion, l'angle DAO=OAF, l'angle droit ADO=AFO; 
donc, le troisième angle AOD est égal au troisième 
AOF. D'ailleurs le* côté AO est commun aux deux 
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au côté 
égal sont égaux ; donc ces deux triangles sont égaux ; 
donc DO = OF. On prouvera de même que les deux 
triangles BOD , BOE , sont égaux , donc OD = OE , 
donc les trois perpendiculaires OD , OE , OF y sont 
^ales entre elles. . 

Maintenant si du point O , comme centre , et du. 
rayon OD , on décrit une circonférence , il est clair 
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle 
ABC j car le côté AB , perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon OD, est une tangente : il en est de même des 
côtés BC , AC. 

Schoiie, Les trois lignes qui divisent en deux égale- 
ment les trois angles d'un triangle, concourent en un 
même point. 

PROBLEME XVI. 

«g. g^ Sur une droite donnée AB, décrire un segment 
**^' capable de V angle donné C, c'est-à-dire un seg- 
ment tel que tous les angles qui jr sont inscrits 
soient égaux à l'angle donné C. 

Prolongez AB vers D, faites au point B l'angle 
DBE = C y tirez BO perpendiculaire à B£ . et 6 O per- 
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]^ndiculaîre sur le milieu de AB ; du point de ren- 
contre O , comme centime , et du rayon OB , décrivez 
un cercle ^ le segment demandé sera AMB* 

Car puisque BF est perpenàiculaire à l'extrémité 
du rayon OB , BF est une tangente , et l'angle ABF a 
pour mesure la moitié de l'arc AKB *; d'ailleurs l'an- * ,9,,, 
gle AMffi^ comme angle inscrit, a aussi pour mesure 
la moitié de l'arc AKB, donc l'angle AMB= ABF = 
EBD=:G ; donc tous les angles inscrits dans le seg- 
ment AMB sont égaux à l'angle donné C... 

Scholie. Si l'angle donné était droit, le segment cher- 
ché serait le demi-cercle décrit sur le diamètre AB. 
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Tfouver le rapport numérique de deux lignes 
droites données AB , CD, si toutefois ces deuxû^.^ 
lignes ont entre elles une mesure commune. . ., 

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au<* 
tant de ibis qu'elle peut y être contenue ; par exemple,^ 
deux fois, avec le reste BE. 

Portez le reste BE sur U ligne CD, autant de fois 
qu'il peut y être coipiteau , une fois , p«r exemple, avec 
le peste DF. 

Portez le second reste DF sur le prenii^r B£,,au-. • 
tant de fois qu'il peut y être contenu, une fois, par 
exemple, avec le rpste BG. 

Vortez le troisième reste BG sur le second DF, au- 
tant de fois qu'il peut y être contenu; .2 
' Continuez ainsi jusqu'à ce que vous ^jez un reste 
qui soit contenu un nombre de fois juste dans le pré--: 
cèdent. 

Alors ce dernier reste sera la commune mesure des. 
lignes proposées, «dt en le xegaisdant comme l'unité, 
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents, 
et çnfiu celles des deux lignes proposées ^ d'où l'on 
amdura leur rappoKt, ^ nombr^^ 1 
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LES Proportions des figures. 

». ■ • 

]> B » I If I T I O N 8. ' 

I. J '▲ppEi.LSRAiy%'7i/&5 ééfuU^alentes celles dont'les 
surfaces sont égales. .': ■ 

Deux figures peuvent être équivalentes, quoique 
. trèsi^ dissemblables : 'par exemple, un cercle peut 
être équivalent à un quarré , un triangle à un reç>- 
tangle, etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui étant appliquées Fune sur l'autre , coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont 
les rayons sont égaux, deux triangles dont les troii 
côtés sont ^aux chacun à chacun , etc. 

IL Deux figures sont semblables , lorsqu'elles onC 
les angles égaux chacun à chacun et les càtés homo' 
logues proportionnels. Par côtés homologues on en- 
tend ceux qui ont la même position dans les deux 
figures, pu qui sont adjacents à des angles égaux. Ces 
angles eux-mêmes s'appellent angles homologues. 

Deux figures égales sont toujours semblables ; maïs 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 

IIL Dans deux cercles diflFérents , on appelle iurs 
semblables , secteurs semblables , segments sembla- 
blés y ceux qui répondent à des angles au centre 
égaux. 
fig. 92g Ainsi l'angle A étant égal à l'angle O , l'arc BC 
est semblable à l'arc DE , le secteur ABC au secteur 
ODE , etc. 

lY- La hauteur d'un parallélogramme est la per- 
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pendiculaire EF qui mesure la distance des deux côtés fig. 93. 
ou bases oppo^s AB , CD. 

V. La hauteur d'un triangle est la perpeiidietdaire 

AD abaissée du sommet d'im angle A sur le côté op- fig. 94. 
]poàé BC, qu'on appelle la ba^e. 

VI. La hauteur du trapèze est la perpendiculaire fig. 95. 
EF menée entre ses deux bases parallèles AB , CD. 

VII. Uaire ou la suriace d'ime figure sont des ter- 
mes à-peu-près synonymes. L'aire désigne plus parti- 
culièrement la quantité superficielle de la figure en 
tant qu'elle est mesurée ou comparée à d'autres sur- 
faces. 

iV. B, Pour rintelligence de ce livre et des suivants , il 
faut avoir présente la théorie des proportions , pour laquelle 
nous renvoyons aux traités ordinaires d'arithmétique et 
d*algebre. Kous ferons seulement une observation , qui est 
très-importante pour fixer le vrai sens des propositions , et 
dissiper, toute obscurité , soit dans Ténoncé , soit dans les 
:dé]nôiistrations. 

i Si on a la proportion A : B : : C : D , on sait que le produit 
des extrêmes A X D est égal au produit des moyens B X C. 

Cette vérité est incontestable pour les nombres ; elle Test 
aussi pour des grandeurs quelconques , pourvu qu'elles s'ex- 
priment ou qu'on les imagine exprimées en nombres ; et c'est 
ce qu'on peut toujours supposer : par exemple , si A, B, C, D^ 
sont des lignes, on peut imaginer qu'une de ces quatre lignes, 
ou une cinquième, si l'on veut, serve à toutes de commune 
mesure et soit prise pour unité ; alors A, B, C, D représentent 
chacune un certain nombre d'unités , entier ou rompu , com- 
mensurable ou incommensurable , et la proportion entre les 
lignes A , B , C , D , devient une proportion de nombres. 

Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi leur 
rectangle , n'est donc autre chose que le nombre d'unités 
linéaires contenues dans A , multiplié par le nombre d'uni- 
tés linéaires contenues dans B ; et on conçoit facilement que 
ce produit peut et doit être égal à <;eltti qui résulte sem2>la« 
Moment des lignes B et G. 
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Les grandeurs A et B peuvent être d*une espèce , par 
exemple , des lignes , et les grandeurs C et D d'une antre 
espèce , par exemple , des surfaces ; alors il faut toujours re- 
garder ces grandeurs comme des nombres : A et B s'expri- 
meront en unités linéaires , C et D en unités superficielles , 
et le produit A X B sera un nombre comme le produit B X C* 

En général , dans toutes les opérations qu'on fera sur les 
proportions , il faut toujours regarder les termes de ces pro^ 
portions comme autant de nombres , chacun de l'espèce qui 
lui convient , et on n'aura aucune peine à concevoir ces opé- 
rations et les conséquences qui en résultent. 

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos démons- 
trations sont fondées sur quelques unes des règles les plus 
simples de l'algèbre , lesquelles sont fondées elles-mêmes sur 
les axiomes connus : ainsi si l'on a A=B-|~C , et qu'on mul- ' 
tiplie chaque membre par une même quantité M, on en 
conclut A X M=B X M-|-C X M ; pareillement si l'on a A= 
B-|~C et D=:E — C, et qu'on ajoute les quantités égales, 
en effaçant -+-C et — C qui se détruisent, on en conclura 
A+D = B-f-E, et ainsi des autres. Tout cela est assez 
évident par soi - même ; mais , en cas de difficulté , il sera 
bon de consulter les livres d'algèbre , et d'entre-mêler ainsi 
l'étude des deux sciences. 

PROPOSITION PREMIERE, 

THEOREME. 

Les parallélogrammes qui ont des bases égales 
et des hauteurs égales, sont équivalents, 

lîg. 96, Soit AB la base commune des deux parallélogram- 
mes ABCD , ABEF ; puisqu'ils sont supposés avoir la 
même hauteur, les bases supérieures DC , FE , seront 
situées sur une même ligne parallèle à AB. Or on a 
par la nature des parallélogrammes A,D=BC , et AF 
= BE; par la même raison on a DC=AB, et rE = 
AB ; donc DG = FE ; donc, retranchant DC et FE de 
la même ligne DE, les restes CE et DF seront égaux. 
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Il suit de là que les triangles.DAF , CBE ^ sont équi- 
latéraux entre eux , et par conséquent égaux *. * n, i. 

Mais si du quadrilatère ABED on retranche le tri- 
angle ADF , il reste le parallélogramme ABEF ; et si 
du même quadrilatère ABED on retranche le triangle 
CBE , il reste le parallélogramme ABCD ; donc les 
deux parallélogrammes ABCD, ABEF , qui ont même 
base et même hauteur , sont équivalents. 

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équi- fig. 97. 
valent au rectangle ABEF de même base et de mém$ 
hauteur. 

PROPOSITION II. 



THEOREME. 



Tout triangle ABC est la moitié du parallélo- «g. gg.^ 
gramme ABCD qui a même hase et même hauteur. 

Car les triangles ABC, ACD, sont égaux*. *3i,j. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC est lanuoîtié du 
rectangle BCEF qui a même base BC et même hau- 
teur AO ; car le rectangle BCEF est équivalent au pa* 
rallélogramme ABCD. 

Corollaire II. Tous les triangles qui ont des bases 
égales €t des hauteurs égales , sont équivalents. 

PROPOSITION III. 



THEOREME. 



Deux rectangles de même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases. 

Soient ABCD, AEFD, deux rectangles qui ont pour fig. 99. 
hauteur commune AD ; je dis qu'ils sont entre eux 
«omme leurs bases AB , AE. 

Supposons d'abord que les bases AB , A£ , isoient 
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commensurables entre elles , et qu^elles soient y par 
exenJfSle, comme les nombres 7 et 4 ^ si on divise AB 
en sept parties égales , AE contiendra 4 d^ ces par- 
ties ; élevez à chaque point de division une perpen- 
diculaire à la base, vous formerez ainsi sept rectan- 
gles partiels ^ qui seront égaux entre eux, puisqu'ils 
auront ;^éme base et même hauteur. Le rectangle 
ABGD contiendra sept rectangles partiels , tandis que 
AEFD en contiendra quatre ; donc le rectangle ABGD 
-est au rectangle AEFD comme 7 est à 4 9 ou comme 
AB est à AE. Le même raisonnement peut être appli- 
qué à tout autre rapport que celui de 7 à 4; donc, 
quel que soit ce rapport, pourvu quHl soit commen- 
surable , on aura , 

ABCD:AEFD::AB:AE. 
fig. 100. Supposons , en second lieu , que les bases AB , AE , 
soient incommensurables entre elles ; je dis qu'on n'en 
aura pas moins : 

ABCD:AEFD::AB:AE. 
Car si Cette proportion n'est pas vraie, les trois pre- ' 
miers termes demeurant les mêmes , le quatrième sera 
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il soit 
plus grand et qu'on ait , 

ABGD: AEFD ::AB:AO. 
Divisez la ligne AB en parties égales plus petites que 
EO , il y aura au moins un point de division I entre 
E et O : par ce point élevez la perpendiculaire IK; 
les bases AB, AI, seront commensurables entre elles; 
et ainsi on aura par ce qui vient d'être démontré , 

ABGD:AIKD::AB:AL 
Mais on a , par hypothèse , 

ABGD : AEFD :: AB : AO. 
Dans ces deux proportions les antécédents sont égaux; 
donc les conséquents sont proportionnels , et il en 
résulte , 

AIKD:AEFD::AI:AO. 



LI\RE III. 65 

Mais AO est plus grand que AI ; donc , pour que 
cette proportion subsistât , il faudrait que le rectangle 
AEFD fût plus grand que AIKD ; or , au contraire , il 
est plus petit ; donc la proportioipi est impossible ; donc 
ABCD ne peut être à AEFD conune AB est à uneliguQ 
plus grande que AE. 

Par un raisonnement entièrement semblable, on 
prouverait que le quatrième terme de la proportion 
ne peut être plus petit que AE; donc il est ^al 
àAE. 

Donc , quel que soit le rapport des bases , deux 
rectangles de même hauteur ABCD , AEFD , sont 
entre eux comme leurs bases AB y AE. 

PROPOSITION IV. 
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Deux rectangles quelconques ABCD , AEGF, fig. loi. 
sont entre eux comme les produits des hases mul- 
tipliées par les hauteurs , de sorte qu'on a, 
ABCD : AEGF :: AB x AD : AE x AF. 

Ayant disposé les deux rectangles de maniera que 
les angles en A soient opposés au sommet , prolongez 
les côtés GE , CD , jusqu'à leur rencontre en . H ; les 
deux rectangles ABCD , AEHD , ont même hauteur 
AD ; ils sont donc entre eux comme leurs ba$es 
AB, AE : de même les deux rectangles AEHD, 
AEGF , ont même hauteur AË ; ils sont donc entre 
eux comme leurs bases AD , AF : ainsi on aura les 
deux proportions , 

ABCD:AEHD::AB:AE, 
AEHD:AEGF::AD:AF. 

Multipliant ces proportions par ordre , et obser- 
Tant que le moyen terme AEHD peut être omi^ 
Sept. Ed^ 5 
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comme multiplicateur commun à Tantëcédent et au 
conséquent, on aura, 

ABCD : AEGF : : AB x AD : AE x AF. 

Scholie. Donc on peut prendre pour mesure d'un 
rectangle le produit de sa base par sa hauteur, pourvu 
qu^on entende par ce produit celui de deux nombres^ 
qui sont le nombre d'unités linéaires contenues dans 
la base, et le nombre dVnités linéaires contenues dans 
la hauteur. 

Cette mesure , d^ailleurs , n'est pas absolue , mais 
seulement relative ; elle suppose qu'on évalue sem- 
blablement un autre rectangle en mesurant ses côtés 
par la même unité linéaire ; on obtient ainsi un second 
produit , et le rapport des deux produits est égal à 
celui des rectangles , conformément à la proposition 
qu'on vient de démontrer. 

Par exemple, si la base du rectangle A est de trois 
unités et sa hauteur de dix , 1^ rectangle sera représenté 
par le nombre 3 x lo , ou 3o , nombre qui ainsi isolé 
ne signifie rien ; mais si on a un second rectangle B 
dont la base soit de douze unités et la hauteur de sept, 
le second rectangle sera représenté par le nombre 7 
X 1 2 , ou 84 : de là on conclura que les deux |:ec- 
tangles A et B sont entre eux comme 3o est à 84 > 
donc , si on convenait de prendre le rectangle A pour 
l'unité de mesure dans les surfaces , le rectangle B aiï* 
rait alors pour mesure absolue ||, c'est-à-dire qu'il 
serait égal à |4 d'unités superficielles. 

Il est plus ordinaire et plus simple de prendre la 
quarré pour l'unité de surface , et on choisit le quarré 
dont le côté est l'unité de longueur ; alors la mesure 
que nous avons regardée simplement comme relative 
devient absolue : par exemple, le nombre 3o , par le- 
fig. 10a. qu^ï "<^^s avons mesuré le rectangle A , représente 3o 
unités superficielles *, ou 3o de ces quarrés dont le côté 
est égal à l'unité : c'est ce que la fig. zo2 rend sensible 
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On confond assez souvent en géométrie le produit 
de deux lignes avec leur rectangle , et cette exprès-* 
sion a même passé en arithmétique pour désigner le 
produit de deux nombres inégaux , comme on emploie 
celle de i/uarré pour exprimer le produit d'un nombre 
multiplié par lui-même. 

Les quarrés des nombres i , 2,3, etc. sont i , 4 9 
9, etc. Aussi voit-on que le quarré fait sur une ligne 
double est quadruple ; sur tme ligne triple il est neuf fig. io3. 
fois plus grand , et ainsi de suite. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Vaire d^un parallélogramme quelconque est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équivalent au fig. 97. 
rectangle ABEF , qui a même base AB et même hau- 
teur BE* ; or celui-ci a pour mesure AB x BE**: *i.**4. 
Donc AB X B£ est égal à l'aire du parallélogramme 
ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base 
sont entre eux comme leurs hauteurs , et les parallé- 
logrammes de même hauteur sont entre eux comme 
leurs bases ; car A , B , G étant trois grandeurs quel- 
conques , on a généralement A x C : B x C\' : A : B. 

PROPOSITION VI. 

THÉORSXB. 

L'aire d'un triangle est égale au produit de 
sa base par la moitié de sa hauteur. 

Car le triangle ABC est* la moitié du parallélo- £g. 104. 
gramme ABGE , qui a même base BC et même 
hauteur AD^ : or, U ^urfacç du .parallélogramme * a. 
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♦ 5. =BCxAD*; donc celle du triangle = 7 BCx AD 
ouBCXtAD. 

Corollaire, Deux triangles de même liauteur sont 
entre eux comme leurs bases, et deux triangles de 
même base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VII. 

THEOREME. 

fig. io5. Vaire du trapèze ABCD est égale à sa hau- 
teur EF , multipliée par la demi - somme, des 
ba^es parallèles AB, CD. 

Par le point I , milieu du côté GB , menez KL , pa- 
rallèle au côté opposé AD , et prolongez DG jusqu'à 
la rencontre de K-L. 

Dans les triangles IBL , IGK , on a le côté IBzzzIC 

par construction , Tangle LIB n=: GIK , et l'angle 

♦a5, 1. IBL = IGK, puisque GK et BL sont parallèles*; 

*7,i. donc ces triangles sont égaux*; donc le trapèze 

ABGDest équivalent au parallélogramme ADKL, et 

il a pour mesure EF X AL. 

Mais on a AL = DK, et puisque le triangle IBL 
est égal au triangle KCI, le côté BL = GK; donc 
AB + GD = AL 4- DK = 2 AL , et ainsi AL est la 
demi -somme des bases AB, GD; donc enfin l'aire 
du trapèze ABCD est égale à la hauteur EF multi- 
]}Iiée par la demi-somme des bases AB , GD , ce qui 

s'exprime ainsi :ABGD=EFx ( — — — )• 

Scholie, Si par le point I , milieu de BG , on mené 
IH , parallèle à la base AB , le point H sera aussi le 
milieu de AD ; car la figure AHIL est un parallélo- 
gramme, ainsi que DHIK, puisque les côtés opposés 
sont parallèles : on a donc AH=IL et DHz=IK ; or, 
ILrzrIK, puisque les triangles BIL, GIK, sont égaux ; 
doncAH=DH. 
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On peut remarquer qiie la ligne HI=:AL = 

j donc 1 aire du trapèze peut s exprimer aussi 

par E F X H I : elle est donc égale à la hauteur du 
trapèze multipliée par la ligne qui joint les milieux 
des côtés non parallèles. 

PROPOSITION VIIL 

THEOREME. 

Si une ligne AC est dii^isée en deux parties AB , fig. 106. 

BC, le quarré fait sur la ligne entière AC con- 

tiendra le quarré fait sur une partie AB, plus le 

quarré fait sur Vautre partie BC , plus deux 

fois le rectangle compris sous les deux parties AB, 

BC, ce qu*on exprime ainsi ^ AC ou (AB-4-BC) 

= AB V BC + 2 AB X BC. 

Construisez le quarré ACDE , prenez AF =: AB , 
menez FG parallèle à AC , et BH parallèle à AE. - 

Le quarré ABCD est divisé en quatre parties : la 
première ABIF est le quarré fait sur AB , puisqu'on 
a pris AF=AB : la seconde IGDH est le quarré fait 
SOT BC ; car puisqu'on a AC=AE , et AB= AF , la 
différence AC — AB est égale à la différence AE — 
AF , ce qui donne BC = EF ; mais à cause des paral- 
lèles IG=BC , et DG=EF, donc HIGD est égal au 
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran- 
chées du quarré total , il reste les deux rectangles 
BCGI , EFIH , qui ont chacun pour mesure AB X BC ; 
donc le quarré fait sur AC , etc. 

Scholie, Cette proposition revient à celle qu'on 
démontre en algèbre pour la formation du quarré 
d'un binôme, et qui est ainsi exprimée : (a-f- ^)' = 
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PROPOSITION IX. 



THEOREME. 



fig. 107. Si la ligne AC est la différence des deux lignes 

AB, BC, le quatre fait sur A G contiendra le 

quarré de AB, plus le quarré de BC , inoins deux 

fois le rectangle fait sur AB et BC ; c^est-à-dire 

qu'on aura AC o« (AB— BC)'=AB+BCl-aAB 
XBC. 

Construisez le quarré ABIF , prenez AE = AC , 
menez C6 parallèle à BI , HK parallèle à AB , et ache- 
vez le quarré EFLK. 

Les deux rectangles CBIG y GLKD, ont chacun pour 
mesure AB X BC : si on les retranche de la figure en- 
tière ABILKEA , qui a pour valeur AB + BC , il est 
clair qu'il restera le quarré ACDE , donc, etc. 

SchoUe, Cette proposition revient à la formule d*al- 
gebre {a — byz=ia^+b^ — lab. 

PROPOSITION X. 



K 



THEOREME. 



Le rectangle fait sur la somme et la différence 

de deux lignes ^ est égal à la différence des 

%. 108. quarrés de ces lignes : ainsi on a (AB + BC) X 

(AB— BC)==ÂJB— BC." 

Con^ruisez sur AB et AC les quarrés ABIF, 
ACDE, prolongez AB d'une quantité BK = BC, et 
achevez le rectangle AKLE. 

La base AK du rectangle est la somme des deux 
lignes AB, BC , sa hauteur AE est la différence 
de ces mêmes lignes ; donc le rectangle AKLE = 
(AB + BC) X (AB — BC). Mais ce même rectangle 
est composé des deux parties ABHE -f- BHLK 5 et 
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la partie BHLK est égale au rectangle EDGF, car 
BH=DE et BK=EF; donc AKLE=ABHE+EDGF,. 
Or, ces deux parties forment le quarré ÂBIF moins 
le quarré DHIG , qui est le quarré fait sur BC ; donc 

enfin (AB + BC) x (AB— BC)=ÂB— BC.' 

Stholie, Cette proposition revient à la formule 
d'algd>re {a+b) {it^b)=a' — b\ 



PROPOSITION XI. 



A 



THEORBMB. 



Le quarré fait sur Vhypoténuse (Vun triangle 
rectangle est égal à la somme des quarrés faits 
sur les deux autres côtés. 

Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé fig. ioq.* 
des quarrés sur les trois côtés , abaissez de Tangle 
droit sur Thypoténuse la perpendiculaire AD que 
vous prolongerez jusqu'en E j tirez ensuite les diago- 
nales AF, CH."^ 

L'angle ABF est composé de l'angle ABC plus l'an- 
gle droit CBF : l'angle CBH est composé du même 
angle ABC plus l'angle droit ABH ; donc l'angle ABF 
== HBC. Mais AB = BH comme côtés d'un même 
quarré , et BF = BC par la même raison ; donc les 
triangles ABF, HBC, ont un angle égal compris entre 
côtés égaux ; donc ils sont égaux *. ♦ 6, i . 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF , 
(ou pour abréger BE) qui a même base BF et même 
hauteur BD ^ Le triangle HBC est pareillement la^pr.a. 
moiûé du quarré AH ; car l'angle BAC étant droit 
ainsi que BAL , AC et AL ne font qu'une même 
ligne droite parallèle à HB ; donc le triangle HBC et 
le quarré AH, qui ont la base commune BH, ont 
aussi la hauteur commune AB , donc le triangle est 
la moitié du quarré. ^^ 
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On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au 
ti^angle HBC ; donc le rectangle BDEF ^ double du 
triangle ABF^ est équivalent au quarré AH , double 
du triangle HBC. On démontrera de même que le rec- 
tangle CDEG est équivalent au quarré AI ;' mais les 
. deux rectangles BDEF , CDEG , pris ensemble , font le 
quarré BCGF ; donc le quarré BCGF , fait sur l'bypa- 
ténuse , est égal à la somme des quarrés ABHL, ACIK, 
faits sur les deux autres côtés ; ou , en d'autres termes, 

bc=âbVâc! 

Corollaire I. Donc le quarré d'un des côtés de 
l'angle droit est égal au quarré de l'hypoténuse moins 
le quà;*ré de l'autre côté., ce qu'on exprime ainsi : 

ÂB = BC — ÂC/ ' 

■fig. ii8. Corollaire IL Soit ABCD tm quarré, AD sa dia- 
gonale ; le triangle- ABC étafit rectangle et isosçele ^ 

on aura AC = AB + BC = 2AB ; donc, /e quarré 
fait sur la diagonale AC est double du quarré fait 
sur le coté AB. 

. On peut iiendre sensible cette propriété, en menant 
par les points A et C des parallèles à BD , et par les 
. points B et D des parallèles à AC : on formera ainsi 
un nouveau quarré 'EFGH qui sera le quarré de 'AC. 
Or, on voit que EFGH contient huit triangles égaux 
à ABE , et que ABCD en contient quatre ^ doue le 
quarré, EFGH est double de ABCD. . 

Puisque AC : AB :: 2 : i , on a, en extrayant la ra- 
cine quaiToe ,= AC : AB ;: v/a : i ; donc la diagonale 
d'ufi quarré est incommensurable a^^ec son^ côte. 

C'est ce qu'on développera davantage dans une autre 

•occasion. 

%• 109* Corollaire III. On à démontré que le quarré AH 

- est équivalent au rectangle BDEF ; or , à cause de la 

liai^iu* commune BF, le quarré BCGF est au rec- 
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tangle BDEF comme la base BG est à la base BD ; 
donc. 



BC:AB :: BC : BD. 

Donc 2e quarré de Vhypotènuse est au quarré d*un 
des côtés de l^ angle droit comme rhjpoténuse est au 
segment adjacent à ce coté. On appelle ici segm^ent la 
partie de l'hypoténuse déterminée par la perpendicu- 
laire abaissée de Tangle droit ; ainsi BD est le segment 
adjacent au côté AB , et DG est le segment adjacent au 
côté AG. On aurait semblablement, 

BC': ÂC':; BG : GD. 

Corollaire IV. Les rectangles BDEF, DGGE, ayant 
aussi la même hauteur, sont entre eux comme leurs 
bases BD, GD. Or, ces rectangles sont équivalents aux 

— rr^ -a 

qùarrés AB , AG ; donc , 

Âb"; AC':: BD:DG. 

Donc les quarrés des deux côtés de ? angle droit sont 
entre eux comme les segments de Vhypotènuse adja* 
ctnts à ces côtés. 

PROPOSITION XIL 

. THBQREME. 

Dans Un triangle ABC , si l'angle C est aigu , fig. no. 
le quarré du. côté opposé sera plus petit que la 
somme des quarrés des côtés qui comprennent 
V angle C; et si Von abaisse ts^ perpendiculaire 
sur BC , la diffétènce sera égale au double du 
rectangle BC x CD ; de sorte qu'on aufa, 

AB ':iz: AG + BC — 2 BG >< GD. 

Il y a deux cas. 1° Si la perpendiculaire tombe au- 
dedaiis du triangle ABG, on aur^^ BD=:BG — GD, 



— a 



et par conséquent * BD=BC + eD— ^liBG x CD. * ^, 
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Ajoutant de part et d'autre AD, et observant qur 

les triangles rectangles ABD , ADC , donnent AD + 

BD=ÂB'et ÂDi + DC = AC*, on aura ÂB=BCV 

AC — aBCxCD. 

!2^ Si la perpendiculaire AD tombe hors du triangle 
*9- ABC, on aura BD=:CD — BC, et par con^cpient* 

BD = CD + BC— aCD X BC. Ajoutant de part #t 

a 

d'autre AD , on en conclura de même , 
ÂB = BC + ÂC — a BC X CD! 

PROPOSITION XIII. 

THÉOEÂME. 

fig. m. Dans un triangle ABC , si V angle G est obtus, 
le quatre du côté opposé AB sera plus grand 
que la somme des quarrés des côtés qui com- 
prennent V angle C , et si on abaisse AD perpen- 
diculaire sur BC , /a différence sera égale au 
double durectangleBC x CD, de sorte qiC on aura^ 

a5= AC + BC + 2 BC X CD. 

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans 

du triangle ; car si elle tombait , par exemple , en £ , 

le triangle ACE aurait à la fois Fangle droit E et 

*ao, I. l'angle obtus C, ce qui est impossible*; donc elle 

tombe au - dehors , et on a BD = BC + CD. De là 

*8. résulte* BD=BC + CD + 2 BC x CD. Ajoutant de 
part et d'autre AD et faisant les réductions comme 

- a 

dans le théorème précédent, on en conclura AB 



— a 



= BC + AC + 2BCxCD. 

Scholie, Le triangle rectangle est le seul dans le- 
quel la somme des quarrés de deux côtés soit égale 
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to quarrë du troisième 5 car si l'angle compris par ces * 
côtés est aigu , la somme de leurs quarrés sera plus 
grande que le quarré du côté opposé ; s'il est obtus , 
elle sera moindre. 

PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

i 

Dans un triangle quelconque ABC, si on mené b^, na. 
du sommet au milieu de la base la ligne AE , je 

dis qu^on aura AB + ACI=2AE + 2BE. 

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base B C , le 
triangle AEC donnera par le théorème xii, 

ÂC = AÊ + ÊC — a EC X ED. 
Le triangle ABE donnera par le théorème xiii , 

ÂB=a1 + ÊBh- aEB X ED. 
Donc, en ajoutant et observant que EB zi= EG ^ on aura , 

AB + ÂC = 2 Ai + a EB* 
Coroilaire, Donc , dans tout parcdlélogramme y la 

somme des quarrés des côtés est égale à la somme des 

quarrés des diagonales. 

Car les diagonales AG, BD, se coupent mutuelle- fig. nS. 

ment en deux parties égales au point E^; ainsi le tri- * 3a> i. 

angle ABC donne, 

AB + BC '= 2 ÂË V 9 BE.' 
Le triangle ADC donne pareillement, 

AD V DC = 2 AE + 2 de! 
Ajoutant membre à membre , et observant que BE=:' 
D£, on aura, 

AB + AD + DCV BC = 4 AE + 4De! 

Mais 4 AE est le quarré de 2 AE ou de AG ; 4 DE 
est le quarré de BD ; donc la somme des quarrés des 
eôtés est égale à la somme des quarrés des diagonales. 



. \ 
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Par le point C menez CE parallèle à AD jusqu^à la 
rencontre de BA prolongé. 

Dans le triangle BCË , la ligne AD est parallèle à la 
* z5. base G£ ; ain^i on a la proportion*, 

BD:DC::AB:AE. 
Mais le triangle ACE est isoscele ; car , à cause des 
parallèles AD, CE, l'angle ACE=:=DAC,.et l'angle 
*a5, 1. AEC =z= BAD * : or , par hypothèse , DAC = BAD; 
♦ i3, 1. donc l'angle ACE = AEC , et par suite AE = AC * ; 
substituant donc AC à la place de AJË dans la propor- 
tion précédente , on aura , 

BD:DC::AB:AC. 

PROPOSITION XVIIL 



A 



THEOREME. 



Deux triangles équiangles ont les côtés homo- 
. logues proportionnels et sont semblables. 

%• 119. Soient ABC , CDE , deux triangles qui ont les an- 
gles égaux chacun à chacun , savoir BAC = CDE , 
ABC = DCE , et ACB = DEC ; je dis que les côtés 
homologues ou adjacents aux angles égaux , seront 
proportionnels, de sorte qu'on aura BC:CE::AB' 
CD::AC:DE. 

Placez les cotés homologues BC , CE , dans la méipe 
direction , et prolongez les côtés BA , ED , jusqu'à ce 
qu'ils se rencontrent en F. 

Puisque BCE est une ligne droite , et que l'anglç 

* 25, 1. BCA = CED , il s'ensuit que AC est parallèle à DE *. 

Pareillement , puisque l'angle ABC = DCE y la ligne 

AB est parallèle à DC ; donc la figure ACDF est un 

parallélogramme. 

Dans le triangle BFE la ligne AC est parallèle à la 
* x5. base PE ; ainsi on a BC:CE :: BA:AF *. A la place de 
AF mettant son égale CD ^ on aura, 

BC:CE::BA:CD. 
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Dans le même triangle BFE , si on regarde BF 
comme la base, CD est une parallèle à cette base, et 
on a la proportion BG:C£:: FD:D£. A la place de 
l^'D mettant son égale AC , on aura , 

BC:CE::AC:DE. 

Enfin de ces deux proportions qui contiennent le 
même rapport, BCrCE, on peut conclure aussi, 

AC:DE::BA:CD. 

Donc les triangles équiangles BAC , CDE , ont les 
côtés homologues proportionnels : mais , suivant la 
définition II , deux figures sont semblables , lorsque 
elles ont à la fois les angles égaux chacun à chacun 
et les côtés homologues proportionnels ; donc les 
triangles équiangles BAC , CDE', sont deux figures 
semblables. 

Corollaire, Pour que deux triangles soient sembla- 
bles il suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun à 
chacun , car alors le troisième sera égal de part et 
d'autre, et les deux triangles seront équiangles. 

SchoUe. Remarquez que, dans les triangles sem- 
blables , les côtés homologues sont opposés à des 
angles égaux ; ainsi l'angle AGB étant égal à DEC , le 
côté AB est homologue à DC ; de même AC et DE sont 
homologues comme étant opposés aux angles ^aux 
ABC , DCE : les côtés homologues étant reconnus, on 
forme aussitôt les proportions : 

AB:DC :: AC :DE:: BC.CE. 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologues 
proportionnels , sont équiangles et semblables. 

Supposons qu'on ait BG : EF : : AB : DE : : AC : DF ; %• "o^ 
je dis que les triangles ABC , MIF , auront les angles 
égaux, savoir, A=D, B = E, C=F. 
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Faites au point E l'angle FEG =:B et au point F 
Tangle EFG = G , le troisième G sera égal au troi- 
sième A , et les deux triangles ABC , EFG , seront 
équiangles ; donc on aura par le théorème précédent 
BC : EF •: AB : EG : mais par hypothèse, BC : EF :: 
AB:DE; donc EG=:DE. On aura encore , par le 
même théorème , BC : EF : : AC : FG : or on ?i ^ par hy- 
pothèse , BC : EF : : AC : DF ; donc FG = DF ; donc 
les triangles EGF , DEF , ont les trois côtés égaux 
"* 11^ I. chacun à chacun ; donc ils sont égaux *. Mais , par 
construction , le triangle EGF est équiangle au trian- 
gle ABC ; donc aussi les triangles DEF , ABC , sont 
équiangles et semblables. 

Scholie I, On voit par ces deux dernières proposi- 
tions 9 que dans les triangles , Tégalité des angles est 
une suite de la proportionnalité des côtés , et ré- 
ciproquement , de sorte qu'une de ces conditions 
suffit pour assurer la similitude des triangles. Il n'en 
est pas de même dans les figures de plus de trois 
côtés ; car , dès qu'il s'agit seulement des quadrila- 
tères , on peut , sans changer les angles , altérer la 
proportion des côtés , ou , sans altérer les côtés , 
changer les angles ; ainsi la proportionnalité des 
côtés ne peut être une suite de l'égalité des angles , ni 
fig. 121, vice versd. On voit , par exemple , qu'en menant EF 
parallèle à BC , les angles du quadrilatère AEFD 
sont égaux à ceux du quadrilatère ABCD ; mais la 
proportion des côtés est différente : de même , sans 
changer les quatre côtés AB, BC, CD, AD, on peut 
rapprocher ou éloigner le point B du point D , ce qui 
altérera les angles. * 

Scholie II. Les deux propositions précédentes qui 
n'en font proprement qu'une , jointes à celle du 
quarré de l'hypoténuse , sont les propositions les plus 
importantes et les plus fécondes de la géométrie ; 
elles suffisent presque seules à toutes les application^ 
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et à la résolution de tous les problèmes : la raison en 
est que toutes les figures peuvent se partager en 
triangles , et un triangle quelconque en deux trian- 
gles, rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement'celles de toutes lei. 
figures» 

PROPOSITION XX, 

THEOREME, 

Deux^iangles qui ont un angle égal compris 
entre côtés proportionnels , sont semblables. 

Soit Tangle A==:D, et supposons qu'on a AB: fig. laa, 
DE:: AG:DF j je dis que le triangle ABC est sem- 
blable à DEF. 

Prenez AG = DE et menez G H parallèle à BC, 
1 angle AGH sera égal à l'angle ABC * , et le triangle * aS, t. 
AGH sera équiangle au triangle ABC ; on aura donc 
AB : AG : : AC : AH : mais , par hypothèse , AB : DE : : 
AC:DF , et par construction AG = DE 5 donc AH = 
DF. Les deux triangles AGH , DEF , ont donc un 
angle égal compris entre côtés égaux ; donc ils sont 
égaux. Or le triangle AGH est seinblable à ABC ^ donc 
DEF est aussi semblable à ABC. 

PROPOSITION XXL 

THÉORÂME. 

Deux triangles qui ont les côtés homologués 
parallèles y ou qui les ont perpendiculaires cha- 
cun à chacun , sont semblables. 

Car, 1° si le côté AB est parallèle à DE, et BC àfig. ia3. 
EF, l'angle ABC sera égal à DEF* ; si de plus AC est * aS, i. 
parallèle à DF, l'angle ACB sera égal à DFE, et aussi 

Sept. Ed. 6 
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BAC à EDF : donc les triangles ABC , DEF , sont 
ëquianglès ; donc ils sont semblables. 

tig. ia4. * ^^ Soit le côté DE perpendiculaire à AB , et le 
côté DF à AC ; dans le quadrilatère AIDH les deux 
angles I et H seront droits ; les quatre angles valent 

*ai. I. ensemble quatre angles droits*; donc les deux-res*^ 
tants lAH , IDH , valent deux angles droits. Mais les 
deux angles EDF , IDH , valent aussi deux angles 
droits ; donc l'angle EDF est égal à lAH ou BAC : 
pareillement si le troisième côté EF est perpendim- 
laire au troisième BC , on démontrera que Tangle 
DFE=C , et DEF=: B ; donc les deux triangles ABC, 
DEF, qui ont les côtés perpendiculaires chacun à 
chacun , sont équiangles et semblables. 

Scholie. Dans le cas des côtés parallèles , les côtés 
homologues sont les côtés parallèles , et , dans celui 
des .côtés perpendiculaires , ce sont les côtés perpen- 
diculaires. Ainsi , dans ce dernier cas , DE est homio- 
logue à AB , DF à AC , et EF à BC. 

Le cas des côtés perpendiculaires pourrait offrir 
une situation relative des deux triangles, différente 
de celle qui est supposée dans la fig. 124; mais l'éga* 
lité des angles respectifs se démontrerait toujours , 
soit par des quadrilatères tels que AIDH , dont deux 
angles sont droits, sdit par la comparaison de deux 
triangles qui , avec des angles opposés au sommet, 
auraient chacun un angle droit : d'ailleurs on pour- 
rait toujours supposer qu'on a construit au - dedans 
du triangle ABC un triangle DEF , dont les côtés se- 
raient parallèles à ceux du triangle comparé à ABC, 
et alors la dénK>nstration rentrerait dans le cas de la 
fig. 124* 
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PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Les:, lignes AF ^ AG ^ etc. menées comme on vou-^ fig. laS. 
éra par le sommet d'un triangle y divisent propor-- 
tionnellement la hase BC et sa parallèle DE , de 
sorte qu'on a DI : BF : : IK : FG : : KL : : GH, etc. 

Car , puisque DI est parallèle à BF , le triangle 
ADI est équiangle à ABF , et on a la proportion 
DI:BF :: AI.AF ; de même IK étant parallèle à FG, 
on a AI : AF : : IK : FG ; donc , à cause du rapport 
commun AI : AF , on aura DI : BF : : Ik : FG. On trou- 
vera semblablement IKrFG :: KL:GH , etc. ; donc la 
ligne DE est dirisee aux points I ^ K ^ L , comme la 
base BC Test aux points F , G , H. ^ 

Corollaire. Donc ^ si BC était divisée en parties 
égales aux points F , G , H , la parallèle DE serait divi- 
lée de même en parties égales aux points I , K, L. 

PROPOSITION XXIII. 

THBOR ÊME. 

Si de r angle droit k d'un triangle rectangle on tg. xaô. 
abaisse la perpendiculaire AD sur l'hjpotenuse; 

i^ Les deux triangles partiels ABD ^ ADC, 
seront semblables entre eux et au triangle total 
ABC; 

6? Chaque côté AB ou AC sera moyen propor- 
iionnel entre l'hypoténuse BC et le segment ad* 
jacent BD ou DC ; 

3® La perpendiculaire AD sera moyenne pro^ 
portionnelle entre les deux segments BD, DCÎ. 

Car, i<> le triangle BAD et le triangle BAC ont 
Tangle commun B ; de plus Tangle droit BDA est 
égal à Tangle droit BAC ; donc le troisième angle 
BAD de Tun est égal au troisième C de Tautre ; donc 

6. 
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ces deux triangles sont équiangles et semblables. Oit 
démontrera de même que le triangle DAG est sem- 
blable au triangle BAC ; donc les trois triangles sont 
f^quiangles et semblables entre eux. 

2^ Puisque le triangle BAD est semblable au triaii* 
gle BAC , leurs côtés homologues sont proportionnels. 
Or le côté BD dans le petit triangle est homologue 
à BA dans le grand , parcequUls sont opposés à des 
angles égaux , BAD , BC A ; l'hypoténuse BA du petit 
est homologue à l'hypoténuse BC du grand ; donc on 
peut former la proportion BD : BA : : BA : BC. On 
aurait de la même manière DC: AC :: AC:BC ; donc , 
a° chacun des côtés AB , AC , est moyen proportion- 
nel entre l'hypoténuse et le segment adjacent à ,ce 
côté. 

3° £n£n la similitude des triangles ABD, ADC, 
donne 9 çn comparant les côtés homologues , BD: 
AD:: AD:DC ; donc 3<^, la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre \es segments BD y DC 
de l'hypoténuse. 

Scholie. La proportion BD : AB : : AB : BC donne , 
en égalant le produit des extrêmes à celui des moyens, 

AB = BD X BC. On a de même Âc'= DC x BC ; 

donc AB 4- ÂC = BD x BC -f- DC x BC ; le second 
membre est la même chose que (BC-f-DC) XBC, 

et il se réduit à BC x BC ou BC; donc on a AB 

4-AC==BC; donc le quarré fait sur l'hypoténuse 
BC est égal à la somme des quarrés faits sur les deux 
autres côtés AB, AC. Nous retombons ainsi sur la 
proposition du quarré de l'hypoténuse, par une voie 
très-différente de celle que cous avions suivie 5 d'où 
l'on voit qu'à proprement parler, la proposition du 
quarré de l'hypoténuSe est une suite de la propor- 
tionnalité des côtés dans les triangles équiangles. 
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie 
se réduisent , pour ainsi dire , à celle-ci seule , que les 
triangles équiangles ont leurs côtés homologues pro- 
portionnels. 

Il arrive souvent , comme on vient d'en voir un 
exemple, qu'en tirant des conséquences d'une ou de 
plusieurs propositions , on retombe sur des proposi- 
tions déjà démontrées. En général ce qui caractérise 
particulièrement les théorèmes de géométrie, et ce 
qui est une preuve invincible de leur certitude , c'est 
qu'en les combinant ensemble d'une manière quel- 
conque , pourvu qu'on raisonne juste , - on tombe 
toujours sur des résultats exacts. Il n'en serait pas de 
même si quelque proposition était £iusse , ou n'était 
vraie qu'à-peu-près ; il arriverait souvent que , par 
la combinaison des propositions entre elles , l'erreur 
s'accroîtrait et deviendrait sensible. C'est ce dont on 
voit des exemples dans toutes les démonstrations où 
nous nous servons de la réduction à r absurde. Ces 
démonstrations , où l'on a pour but de prouver que 
deiix quantités sont égales , consistent à faire voir 
que , s'il y avait entre elles la moindre inégalité , on 
serait conduit par la suite des raisonnements à une 
absurdité manifeste et palpable ; d'où l'on est oblige 
de conclure que ces deux quantités sont égales. 

Corollaire, Si d'un point A de. la circonférence on %. 127. 
mené les deux cordes AB , AC , aux extrémités du 
diamètre BC, le. triangle BAC sera rectangle en A*; * ^^>2. 
donc , 1** te perpendiculaire AD est moyenne pro^ 
portionnelle entre les deux segments BD , DC , du 
diamètre , ou ; ce qui revient au. même , le quarré 

AD est égal au rectangle BD X DC. 

2** La corde AB est moyenne proportionnelle entre 
le diamètre BC et le segment adjacent BD ,. ou , ce 

qui revient au même, AB=BDX'BC. Ou a sem- 
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blableihent ÂC = CD x BC ; donc Âïi AC :: BD : 

DC ; et si on compare AB à BG , on aura AB : BC :: 

BD.BC ; on aurait de même AC:BC':: DC:BC. Ce« 
rapports des quarrés des côtés , soit entre eux , soit 
avec le quarré de l'hypoténuse , ont été déjà donnés 
dans les corol. m et iv de la prop. xi. 

PROPOSITION XXIV. 

/ 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont un angle égal sont 

entre eux comme les rectangles des côtés qui 

fig. laS. comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABC 

est au triangle ADE comme le rectangle AB X AC 

est au rectangle AD X AE. 

Tirez BE ; les deux triangles ABE , ADE , dont lé 
sommet commun est E , ont même hauteur , et sont 
* 6. entre eux cotnme leurs bases AB , AD * ; donc , 

' ABE:ADE::AB:AD. 
On a de même , 

ABC:ABE::AC:AE. 
Multipliant ces deux proportions par ordre , et omet- 
tant le commun terme ABE , on aura , 

ABC:ADE::ABxAC:ADxAE. 
Corollaire^ Donc les deux triangles seraient équi- 
valents , si le rectangle AB x AC était ég^l au rectan- 
gle ADxAE, ou si on avait A'BrAD:: AE:AC , ce 
qui aurait lieu si la ligne DC était parallèle à BE. 

PROPOSITION XXV. 

THEOREME. 

• Deux triangles semblables sont entre eux 
comme les quuitéi. des côtés homologues. 
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, Soit Fangle A = D et Fangle B == E ; d^abord à fig. 12a. 
cause des angles égaux A et D , on aura par la propo- 
sition précédente, * 

ABC:DEF::ABxAC:DExDF. 
On a d^ailleurs à cause de la similitude des triangles ^ 

AB:DE::AC:DF. 
Et si on multiplie cette proportion terme à terme par 
la proportion identique , 

AC:DF::AC:DF, 
il en résultera , 

ABxAC:DExDF::Âc':DF! 
Donc, 

ABC:DEF::Âc':Df. 
Donc deux triangles semblables ABC , DEF ^ sont 
entre eux comme les quarrés des côtés homologues 
AC , DF , ou comme les quarrés de deux autres côtés 
homologues quelconques. 

PROPOSITION XXVI. 

Deux polygones semplfibles sont composés 
d'un même nombre de triangles semblables cha- 
cun à chacun et semblai>lement disppséis^ 

Dans le polygone ABCDE, menez d'un mègM angle fig. 199. 
A les diagonales AC , AD aux autres angles. Dans 
Tautre polygone F6HIK ^ liienez semUablement de 
Tangle F homologue à A , les diagonales FH , FI aux 
autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables , Tangle ABC 
est^gal à son homologue FGH ^, et de plus les côtes *d«f.«. 
AS , Bd , sont proportionnels aux côtés FG , GH ; de 
5orte 4fu'oB a A6:FG :: BC:Gli^ H suit de \k que ks 
jbriiaifigifes ABC ^ FGH , ont un aogle égal coitiprls 
eatre côtés proportionnels j donc ils sottt sembla- 
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tao. bles*; donc l'angle BCA est égal à GHF. Ces angle» 
égaux étant retranchés des angles égaux BCD , GHI , 
les restes ACD , FHI seront égaux : mais puisque 
les triangles ABC, FGH sont semblables , on a AC: 
FH::BC:GH; d'ailleurs, à cause de la similitude 
♦déf. a. des polygones * , BC : GH :: CD : HI ; donc AC : 
FH :: CD : HI : mais on a déjà vu que l'angle ACD 
= FHI ; donc les triangles ACD , FHI , ont un angle 
égal couvris entre côtés proportionnels ; donc ils 
sont semblables. On continuerait de même à démon- 
trer la similitude des triangles suivants , quel que fût 
le nombre des côtés des polygones proposés ; donc 
deux polygones semblables sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
disposés. 

Scholie, La proposition inverse est également vraie: 
si deux polygones sont composés d^un même nombre 
de triangles semblables et semblablement disposés , ces 
' deux polygones seront semblables. 

Car la similitude des triangles respectifs donnera 
l'angle ABC =^ FGH , BCA = GHF , ACD = FHI ; 
donc BCD =: GHI, de même CDE=:HIK, etc. De 
plus on aura AB : FG :; BC : GH :: AC : FH :: CD : 
HI , etc. ; donc les deux polygones ont les angles 
égaux et les côtés proportionnels ; donc ils sont 
semblables. 

PROPOSITION XXVII. 

■ 

THEOREME. 

Les contours ou périmètres des polygones sem- 
blables sont comme les côtés homologues y çt leurs 
surfaces comme les quarrés de ces mêmes côtés. 

«g. 129. Car, I® puisqu'on a, par la nature des figures 
semblables , AB : FG :: BC : GH :: CD : HI , etc. , on 
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peut conclure de dette suite de rapports égaux : La 
somme des antécédents AB+BC + CD, etc., péri- 
mètre de la première figure , est à la somme des con- 
séquents FG + GH 7+- HI , etc. , périmètre de la se- . 
condâ figure , comme un antécédent est à son consé- 
quent , ou comihe le côté AB est à son homologue FG. 
2^ Puisque les triangles ABC , FGH sont sembla-^ 

blés, on a* ABC : FGH :: AC': FÏï'; de même les * ^5. 
triangles semblables ACD , FHÎ , donnent ACD : PHI 

:: AC:FH^ donc,, à cause du rapport commun 

AC":FH, on a, 

ABG:FGH::ACD:FHi. 
Par- un raisonnement semblable on trouverait , 

ACD:FHI::ADE:FIK. 
Et ainsi de suite , s*îl y avait un plus grand nombre 
de triangles. De cette suite de rapports égaux on con- 
clura : La somiiie des antécédents ABC + ACD-f^ 
AD£ , ou le polygone ABCDE , est à la somme des 
conséquents FGH + FHI + FIK , ou au polygone 
f GHIK, comme un antécédent ABC est a son con- 

a — -a 

séquent FGH,iOu comme.AB est à FG ; donc les sur- 
faces des polygones semblables sont entre elles comm^ 
les quarrés des côtés hoinologiies. 

Corollaire é Si on cçnçtruit trois figures semblables 
dont les côtés homologues soient égaux aux trois 
côtés d'un triangle rectangle , U figure feiite sur le 
grand côté sera égaliç à la somme des dçùx autres : 
car ces trois fiigures sont pi'oportîonnelles aux quarrés ' 
de leurs côtés homologues ; or , le quarré de Fhypoté-' 
nuse est égal à la somme, des quarrés des deux autres 
côtés ; donc , etc. '. " rr 






pAxAC=AExAD;inai& AE = AD-f.DE, et en mnjti- 

pliant de part et d'autre par AD , on a AEX AD=:AD-4- 
**8. ADXDE; d'ailleurs ADxDE=BDxDC*; donc enfin, 

BA X AC = ÂD + BD X DC 
PROPOSITION XXXII. 

THEOREME. 

fig. i34. Dans tout triangle ABC , le rectangle des deux cStés AB , 
AC , est égal au rectangle compris par le diamètre CE du 
cercle circonscrit et la perpendiculaire AD abaissée sur le 
troisième côté BC. 

Car , en joignant AE , les triangles ABD , AEC , sont rec- 
tangles , Tun en D, l'autre en A ; de plus l'angle B=£ ; donc 
ces triangles sont semblables, et ils donnent la proportion 
AB:CE:: AD:AC ; d'où résulte ABxAC=:CExAD. 

Corollaire» Si on inultiplie ces quantités égales par la 

même quantité BC , on aura AB X AC X BC=:CE X AD X BÇ. 

* ^- Or, AD X BC est le double de la surface du triangle * ; donc 

/e produit des trois côtés d'un triangle est égal à sa surface 

multipliée par'le double du diamètre du cercle circonscrit» 

Le produit de trois lignes s'appelle quelquefois un solide, 
par une raison qu'on verra ci-après. Sa "valeur se conçoit 
aisément , en imaginant que les lignes sont réduites eil nom- 
bres , et multipliant les nombres dont il s'agit. 

Scholie» On peut démontrer aussi qîie la surface d*un 
triangle est égale à sonpérimetre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 
%• S7. cîar les triangles AOB , BOC , AOC , qui ont leur som- 
met commuti en O^ ont pour hauteur commune le rayon 
du cercle iiiscrit ; - donc la somme de ces triangles sera 
égale à la somme des bases AB , BC , AC , multipliée par là 
moitié du rayon OD ; donc le triangle ABC est égal à son 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle ins- 
crit. 
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î>ROPOSITION XXXIII. 



THEORBME. 



Dans tout quadrilatère inscrit ABCD , /e rectangle des fig. i35. 
deux diagonales AC , BD , est éjgal à la somme des rectan- 
gles des côtés opposés ; de sorte qu* on a 

ACXBD=ABXCD+ADXBC. 

Prenez l'arc CO=iAD, et tirez BO qui rencontre la dia- 
gonale AC en I. • 

L'angle ABD=CBI, puisque l'un a pour mesure la moitié 
de AD, et l'autre la moitié de CO égal à AD. L'angle ADBz± 
BCI , parce qu'ils sont inscrits dans le même segment AOB; 
donc le triangle ABD eët semblable au triangle IBC , et on a 
la proportion AD:CI::BD:BC; d'où résulte AD XBC = 
CI X BD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable; 
au triangle BDC ; car l'arc AD étant égal à CO , si on ajoute 
de part et d'autre OD, on aura l'arc AOznDC ; donc l'angle 
ABI=rDBC ; de plus l'angle BAI = BDC , parce qu'ils sont 
inscrits dans le même segment ; donc les triangles ABI , DBC^ 
sont semblables , et les côtés homologues donnant la propor- 
tion AB : BD : : AI : CD ; 4'où résulte AB X CD = AI X BD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés , et observant que 
AIXBD+CIXBD=(AI+CI) XBD=ACxBD,*on aura 
ADxBCH-ABxCD=ACxBD. 

Scholié. On peut démontrer de la même manière un autre 
' théorème sur le quadrilatère inscrit. * ;,• 

Le triangle ABD semblable à BIC ^ donuQ la proportion 
BD:BC::AB>BI, d'où résulte BIXBD=BCXAB, Si ou 
joint CO , le triangle ICO , sentblable à ABI , sera semblable 
à BDC, et donnera la proportion BD:CO::DC:OI ; d'où 
résulte OIxBD=COxDC, ou, à cause de CO = AD, 
OI X BD= AD X DC. Ajoutant les deux résultats , et obser- 
yanl que BI X BD+OI X BD se réduit à BO X BD, on aura, 
B0XBD=ABXBC+ADXDC. 

Si on eût pris BP = AD , et qu'on eût tiré CKP, on au- 
rait trouvé par des raisonnements semblables , 

CÇXCA=AJBXAD+BCXCD. 
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Mais Tare BP étant égal à CO , si on ajoute de part et 
d'autre BC , on aura l'arc CBP=BCO; donc la corde CP 
est égale à la corde BO , et par conséquent les rectangles 
BOxBD et CPXCA sont entre eux comme BD est à CA; 
donc, 

BD:CA::ABXBC+ADXDC:ADXAB+BCXCD. 

Donc les deux diagonales d^un quadrilatère inscrit sùni 
entre elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Ces deux théorèmes peuvent servir à trouver les dîago~ 
fiales quand on connaib les côtés. 

. PROPOSITION XXXIV. 

T H É O R B M £• 

fig. i3r. ^Q{f p un point donné au^dedans du cercle sur le rayon 
AC , et soit pris un point Q aundehors sur le prolongement 

m 

du même rayon ^ de sorte qu'on ait CP:CA::CA:CQ; si 
d'un point quelconque M de la circonférence on mené aux 
deux points VetQ les droites MP , MQ ,yc dis que ces droites 
feront par-tout dans un même rapport y et qu'on aura fi/LPl 

MQ::AP:AQ. 

Car oû à , par liypothese , CP;CA :: CA:CQ ; mettant 
(M à la place de CA , on aura CP : CjVI : : CM : CQ ;'donc le» 
tHàiiglès CP3I , CQM , ont un angle, égal C compris entre 
♦ ao, ?. côtés proportionnels ; donc ils sont semblables *; donc le 
trôiarieiùe côté MP est au troisième MQ comme CP est à CM 
ou CA. Mais la proportion CP:CA::CA:CQ donne, divi-- 

dendo y C?:CA::CA — CPÏCQ— CA , ou CP:CA::AP: 
AQ ; donc MP: MtJrT AP; AQ. 



Problèmes relatifs au Liseré III. 

PROBL^MB PREMI-ER. 

Diviser une ligne droite donnée en tant' de 
parties égales qu'on voudra ^ ou en parties pro* 
portionnelles eu des lignes données. 

lo Soit proposé de diviser la lîgfie AB en cinqfig. i^;. 
pai*ties égales ; par Textrémné Â on mènera la droite 
indéfinie AG , et prenant AC d'une grandeur quel- 
conque^ on portera AG cinq fois sur A6. On joindra 
le dernier point de division 6 et rextrémité B par la 
ligne GB , puis on mènera CI parallèle à GB; je dii 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB , et 
qu'ainsi en portant AI cinq fois sur AB , la ligne AB 
sera divisée en cinq parties égales. 

Car , puisque CI est parallèle à GB , les côcés AG^ 
AB , sont coupés proportionnellement en C et I *^Mais * iS. 
AC est la cinquième partie de AG ^ donc AI est la ciiv- 
quieme partie de AB. 

2^ Soit proposé de diviser la ligne AB en parties Sg. i|S. 
proportionnelles -aux lignes données P, Q, $.< Pa]( 
l'extrémité A on tirera l'indéfinie AG , on prendra 
AC=P , CD=Q, DE = R , on joindra les extrémi- 
tés E et B, et par les points C, D^.on mènera ÇI^ 
DK , parallèles à £B ; je dis ^i%e la ligne AB sera di^ 
visée en parties AI, IK, KB, proportionnelles aux 
lignes données P, Q, R. . / 

Car , à cause des parallèles CI , DK , EB , les parties 
AI , IK , KB , sont proportionnelles aux parties AC , 
CD , DE ^ ; et par construction celles-ci sont ^les * 1%. 
aux ligiies données P, Q, R. 

PROBLEME II. 

Trouver une quatrième proportiormelle à troi^ 
lignes données A, B, C. 
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«g. i3g. Tirez les deux lignes indéfinies DE, DF, sous un 
angle quelconque. Sur DE prenez DA= A et DB=B, 
sur DF prenez DC=C, joignez AC , et par le point 
B menez BX parallèle à AG ; je dis que DX sera la 
quatrième proportionnelle demandée : car , puisque 
BX est parallèle à AC , on a la proportion DA:DB :: 
DC : DX ; or les trois premiers terme§ de cette propos 
tion sont égaux aux trois lignes données ; donc DX 
est la, quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de . même une troisiema 
proportionnelle aux deux lignes données A , B ^ our 
elle sera la même que la quatrième proportibnnÛte 
aux trois lignes A , B , B. ' . 

PHOBLEMEIII. 

Trouver une moyenne proportionnelle entre, 
deux lignes données A e^ B. 

*g. f4<^. *- Sur la ligne indéfinie DF prenez DE = A , er 
EFt= B ; sur la ligne totale DF comme diamètre dé- 
crivez la demi-circonférence DGF ; au point E élevez* 
sur le diamètre la perpendiculaire EG , qui rencontre 
la circonférence en G ; je dis que EG sera la moyenne 
proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE , abaissée d'un point de 
la circonférence -sur le diamètre , est moyenne pro-' 
portionnelle entre les deux segments du diamètre DE, 
♦23. EF'* : or ces segments -sont égaux aux lignes données 
A et B. 

J ' PROBLÈME IV. 

I 

«g. Ui. Diviser la ligne Stcfnnée AB en deux parties^ 
de manière que la plus grande soit moyenne' 
proportionnelle entre la ligne entière et Vautre 
partie. 

: A l'extrémité B de la ligne AB élevez la perpen- 
diculaire BC égale à la moitié de ABj du point C 



LITRE III. 97 

«omme centre , et du rayon CB décrivez une circon- 
férence ; tirez AC , qui coupera la circonférence en D, 
et prenez AF = AD ; je dis que la ligne AB sera divisée 
au point F de la manière demandée , c^est-à-dire qu^oit 
auraAB:AF::AF:FB. 

Car AB étant perpendiculaire à Textrémité du 
rayon CB , est une tangente ; et si on prolonge AG 
jusqu'à ce qu'elle rencontre de nouveau la circon- 
férence en £ , on aura* AE:AB::AB:AD ; donc,*5o. 
dwidendo , AE — AB : ÀB :: AB — AD : AD. Mais 
puisque le rayon BC est la moitié de AB , le diamètre 
DE est égal à AB , et par conséquent AE — AB = 
AD = AF ; on a aussi, à cause de AF=AD, AB — 
AD = FB ; donc AF : AB :: FB : AD ou AF ; donc , 
invertendo , AB : AF : : AF : FB. 

Scholie, Cette sorte de dîvision de la ligne AB 
Vappelle .division en mqjrenne et extrême raison : on 
en verra des usages. On peut remarquer que la-sé- 
âinte AE est divisée en moyenne et extrême raison 
au point D ; car puisque AB = DE , on a AE : DE : : ] 
DE: AD. 

PROBLÈME V. 

Par un point donné À dans l'angle donné fig. 142. 
BCD tirer la ligne BD de manière que les parties 
AB , AD , comprises entre le point A et les deux 
cdtés de F angle , soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD , pi'cnez 
BE = CE , et par les points B et A tirez BAD , qui 
sera la ligne demandée. 

Car AE étant parallèle à CD, on a BE:EC:: BA:] 
AD; or BE = EC; doncBA = AD. 

PROBLEME VI. 

Faire un quarré équivalent à un parallélo' 
çramme ou à un triangle donné. 
Sept. Ed. 7 
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fig. 143. i^ Soit ABGD le parallélogramme donné, AB sm 
base , DE sa hauteur : entre ÂB et DE che^^chez une 

*pr.3. moyenne proportionnelle XY*; je dis que le quarrë 
iait sur XY sera équivalent au parallélc^^mme ABGD. 
Car, par construction, AB : XY .: XY : DE^ donc 

XY = AB X DE : or AB X DE est la mesure du pa- 
rallélogramme , et XY celle du quarré ; donc ils sont 
équivalents, 
fig. 144. 2^ Soit ABC le triangle donne , BC sa base , AD sa 
hauteur : prenez, une moyenne proportionnelle entre 
BC et la moitié de AD , et soit XY cette moyenne ; 
je dis que le quarré fait sur XY sera équivalent am 
tiîangle ABC. 

Car , puisqu'on a BC : XY :: XY: 7 AD , il en ré- 
sulte XY = BC X 7 AD ; donc le quarré fait sur XY est 
équivalent au triangle ABC. 

PROBLEME VII. 

I 

fig- 145. Faire sur la ligne donnée AD un rectangle 
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC- 

Cherchez une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes AD , AB , AC , et soit AX cette quatrième pro- 
portionnelle ; je dis que le rectangle fait sur AD et AX 
sera équivalent au rectangle ABFC. 

Car, puisqu'on a AD:AB:: AC:AX, il en r^ùlte 
AD X AX = AB X AC ; donc le rectangle ADEX est 
équivalent au rectangle ABFC. 

PROBLEME VIII. 

fig. 148. Trouver en lignes le rapport du rectangle det 
deux lignes données K et là au rectangle des dewB 
lignes données C e^ D. 

Soit X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes B y C , D ; je dis que le rapport des deux lignes 
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A et X sera égal à celui des deux rectangle^ A X B , 
CxD. 

Car, puisqu'on a fi:G::D:X, il en résulte CxD 
= Bx X;donc AxB:CxD::AxB:BxX::A:X. 

CoroUcUre. Donc , pour avoir le rapport des quar- 
rés faits sur les lignes données A et C , cherchez une 
troisième proportionnelle X aux lignes A et C, en 
sorte qu'on ait A:C :: C:X , et vous aurez A" :C' :: j 
A:X. 

PaOBLÊMB IX. 

Trouver en lignes le rapport du produit des fi«. ug- 
trois lignes données A, B, C, au produit des 
trois lignes données P, Q, R, 

Aux trois lignes données V y A^ B , cherchez une 
quatrième proportionnelle X ; aux trois lignes don* 
nées C , Q , R , cherchez une quatrième proportion- 
nelle Y. Les deux lignes X, Y, seront entre elles 
comme les produits AxBxC, PxQxR. 

Car, puisque P:A-::B:X, on a AxB = PxX; 
et en multipliant de part et d'autre par G, AxB 
xC=CxPxX. De même, puisque C : Q::R : Y, 
il en résulte QxR = GxY;et multipliant de part et 
d'autre par P, on a PxQxR = PxCxY, donc le 
produit AxBxC est au produit PxQxR comme 
CxPxXestà PxCxY, ou comme X est à Y. 



PROBLEME X. 



Faire un triangle équivalent à un poljrgone 

donné. 

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d'abord fig. x46. 
là dugonale CE, qui retranche le triangle CDE ^ par 
le point D menez DF parallèle à CE jusqu'à la ren- 
contre de AE prolongé ^ joignez CF , et le polygone 
ABGDE sera équivalent au polygone ABCF qui a un 
dinA de moins. 
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Car les triangles CDE , CFE , ont la base commune 
CE ; ils ont aussi même hauteur , puisque leurs som- 
mets D, F, sont situés sur une ligne DF parallèle à la 
base ; donc ces triangles sont équivalents. Ajoutant 
de part et d'autre la figure AfiCE , on aura d'un côté 
le polygone ABCDE, et de l'autre le polygone ABCF, 
gui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l'angle B en subst^ 
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGG , et 
ainsi le pentagone ABCDE sera changé en un triangle 
équivalent GCF. 

Le même procédé s'appliquera à toute autre figure; 
car en diminuant d'un à chaque fois le nombre des 
côtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scholie. On a déjà vu que tout triangle peut être 

*pr. 6. changé en un quarré équivalent^, ainsi on trouvera 

toujours un quarré équivalent à une figure rectiligne 

donnée ; c'est ce qu'on appelle quarrer la figure recti- 

ligne , ou en trouver la quadrature. 

Le problème de la quculrature du cercle consiste à 
trouver un quarré équivalent à un cercle dont le dia- 
mètre est donné. 



PROBLEME XI. 



Faire un quarré qui soit égal à la somme ou 
à la différence de deux quarrés donnés. 

Soient A et B les côtés des quarrés donnés : 
H' U7. I** S'il faut trouver un quarré égal à la somme de 
ces quarrés , tirez les deux lignes indéfinies ËD , £F à 
angle droit ; prenez ED = A et EG = B , joignez DG y 
et DG sera le côté du quarré cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle , le quarré iaSx 
sur DG est égal à la somme des quarrés faits sur ED 
et EG. 

a» S'il faut trouver un quarré égal à la différence 
des guarréa donnés , formez de même l'angle droit 
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Ï^EH , prenez GE égal au plus petit des côtés A et B ; 
du point G , comme centre , et d'un rayon GH égal à 
Tautre côté , décrivez un arc qui coupe EH en H ; je 
dis que le quarré fait sur EH sera égal à la différence 
des quarrés faits sur les lignes A et B. 

Car le triangle G E H est rectangle , l'hypoténuse 
GH = A, et le côté GE = B ; donc le quan^é fait sur 
EH , etc. 

Sckolie. On peut trouver ainsi un quarré égal à la 
somme de tant de quarxés qu'on voudra ; car la con- 
struction qui en réduit deux à un seul, en réduira 
trois à deux, et ces deux-ci à un , ainsi des autres. II 
en serait dé même si quelques uns des quarrés- devaient 
^tre soustraits de la somme des autres. 

PROBLittE XII. 

Construire un quarré qui soit au quarré donné fig* i5o. 
ABCD, comme la ligne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG , prenez EF = M , et FG 
c=: N ; sur EG , comme diamètre , décrivez une demi- 
circonférence , et au point F élevez sur le diamètre la 
perpendiculaire F H. Du point H menez les cordes 
HG , HE , que vous prolongerez indéfiniment : sur la 
première prenez HK égale au côté AB du quarré 
donné , et par le point K menez Kl parallèle à EG ; 
je dis que HI sera le côté du quarré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl , GE , on a HI : HK : : 

HE : HG ; donc HÏ': ÏÏK* :: HË': ÎÏG*: mais dans le 
triangle rectangle EHG"^, le quarré de HE est au * ^z^ 
quarré de HG comme le segment EF est au s^pnient 

. — r-a — — -a 

FG, ou comme M est à N, donc HI : HK :: M : N. 
ftais HK==AB; donc le quarré fait sur HI est au 
qasurrë fait sur AB comme M est à N. 
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PROBLEME XIII. 



fig "9- Sur le côté FG, homologue à AB, décrire un 
polygone semblable au polygone donné ABCDE. 
Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, 
AD : au point F faites l'angle GFH= BAC, et aa 
point G l'angle FGH = ABC ; les lignes FH , GH , se 
couperont en H, et FGH sera lin triangle semblable 
à ABC : de même sur FH , homologue à AÇ , construis 
sez le triangle FIH semblable à ADC , et sur FI , borao- 
logue à AD y construisez le triangle FIK , semblable à 
ADE. Le polygone FGHIK sera le polygone demandé, 
semblable à ABCDE. 

Car ces deux polygones sont composés d'un même 
nombre de triangles semblables et semblablement 
♦ 26. placés *. 

PROBLEME XIY. 

Deux figures semblables étant données , con- 
struire une figure semblable qui soit égale à leur 
somme ou à leur différence. 

Soient A et B deux côtés homologues des figures 
données , cherchez un quarré égal à la somme ou à la 
différence des quarrés faits sur A et B ; soit X le <;6té 
de ce quarré , X sera dans la figure cherchée le côté 
homologue à A et B dans les figures données. On 
construira ensuite la figure elle-même par le problème 
précédent. 

Car les figures semblables sont comme les quarrés 
des côtés homologues ; or le quarré du côté X est égal 
à la somme ou à la différence des quarrés faits sur les 
côtés homologues A et B ^ donc la figure faite sur le 
côté X est égale à la somme ou à la différence des 
figures semblables faites sur les côtés A et B. 
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PROBLÊME XY. 

Construire une figure semblable à une figure 
donnée , et qui soit à cette figure dans le rap- 
port donné deM àlX. 

Soit A un côté de la figure donnée , X le côté homo- 
logue dans la figure cherchée ; il faudra que le quarré 
de X soit au quarré de A comme M est à N*. On trou- * a?- 
Tcra ckinc X par le problème xii ; connaissant X ^ le 
reste -s'achèvera par le problème xiii. 



PROBLEME. XVI. 



Construire une figure semblable à ia figure P ^g- 1^* 
et équivalente à la figure Q. 

Cherchez le côté M du quarré équivalent à la figure 
P , et le côté N du quarré équivalent à la figure Q. Soit 
ensuite X une quatrième proportionnelle aux trois 
lignes données M , N , AB ; sur le côté X , homologue 
à AB , décrivez une figure semblable à la figure P ; je 
dis qu'elle sera de plus équivalente à la figure Q. 

Car en appelant Y la figure faite sur le côté X, on 

auraP:Y:: AB : X,* mais, par construction, AB:X:: 

M:N, ou AB*:X':: M*: N*; donc P:Y:: m':N. Mais on 
a aussi, par construction, M' = P et N*^=Q; donc 
P: Y :: P:Q ; donc Y = Q ,• donc la figure Y est sem- 
blable à la figure P, et équivalente à la figure Q. 



PROBLEME XVII. 



Construire un rectangle équivalent à un^-iS^. 
quarré donné Cy et dont les côtés adjacents 
fassent une somme donnée AB. 

Sur AB , comme diamètre , décrivez une demi-cir- 
oonférence ; menez parallèlement au diamètre la ligne 
DE à une distance AD égale au côté du quarré donné C. 
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Du point E , où la parallèle coupe la circonférence, 
abaissez sur le diamètre la parpendiculaire £F ; je dii 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à ÂB ; et leur rectangle 
* 23. AF X FB est égal au quarré de EF * , ou au quarré 
de AD ; donc ce rectangle est équivalent au quarré 
donné C. 

Scholic. Il faut, pour que le problème soit possible ^ 
que la distance AD n^excede pas le rayon, c'est-à-dire 
que le côté du quarré C n'excède pas la moitié de la 
ligne AB. 

PROBLâME XYIII. 

fig. 1 53. Construire un rectangle équivalent a un quarré 
C, et dont les côtés adjacents aient entre eux la 
différencfi donnée AB. 

Sur la ligne donnée AB , comme diamètre , décri- 
vez une circonférence ; à l'extrémité du diamètre , 
menez la tangente AD égale au côté du quarré C : par 
le point D et le centre O tirez la sécante DE ; je dis 
que DE et DF seront les côtés adjacents du rectangle 
demandé. 

Car i» la différence de ces côtés est égale au diar 
mètre EF ou AB \ i^ le rectangle DE X DF est égal 

* 3o. à AD *; donc ce rectangle sera équivalent au quarré 
donné G. 



PROBLÊME XIX. 



Trouver la commune mesure, s'il y en a une y 

entre la diagonale et le côté du quarré i 

fig. i54. Soit ABCG un quarré quelconque , AC sa diagonale. 

Il faut d'abord porter CB sur CA autant de fois 

*P'' 17» qu'il peut y être contenu*, et pour cela soit décrit 

du centre C et du rayon CB le demi-cercle DBE : on 

voit que CB est contenu une fois dans AC avec le 

reste AD \ le résultat de la première opération est donc 
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le quotient i avec le resté AD , quHl faut comparer 
ayec BC ou son égale AB. 

On peut prendre AF = AD^ et porter réellement 
AF sur AB ; on trouverait qu'il y est contenu deux 
fois avec un reste : mais comme ce reste et les suivants 
vont en diminuant, et que bientôt ils échapperaient 
par leur petitesse, ce ne serait là qu'un moyen méca- 
nique Imparfait , d'où l'on ne pourrait rien conclure 
pour décider si les lignes AC , CB , ont entre elles ou 
n'ont pas une commune mesure : or il est un moyen 
très simple d'éviter les lignes décroissantes , et de 
n'avoir à opérer que sur des lignes qui restent toujours 
de la même grandeur. 

En effet l'angle ABC étant droit , AB est une tan- 
gente, et AE une sécante menée du même point; de 
sorte qu'on a* AD : AB :: AB : AE. Ainsi dans la se- ♦ 3o. 
conde opération, oii il s'agit de comparer AD avec AB, 
on peut , au lieu du rapport de AD à AB , prendre ce- 
lui de AB à AE : or AB ou son égale CD est contenue 
deux fois dans AE avec le reste PiQ \ donc le résultat 
de la seconde opération est le quotient 2 avec le reste 
AD qu'il faut comparer à AB. 

La troisième opération , qui consiste à comparer hS^ 
avec AB , se réduira de même à comparer AB ou son 
^[ale CEf avec AE , et on aura encore 2 pour quotient 
et AD pour reste. 

De là on voit que l'opération ne sera jamais termi- 
née, et qu'ainsi il n'y a pas de commune mesure entre 
la diagonale et le côté du quarré ; vérité qui était déjà 
connue par l'arithmétique , ( puisque ces deux lignes 
sont entré elles : : 1/2 : i ) * , mais qui acquiert un * 
plus grand degré de clarté par la résolution géomé- 
trique. 

Scholie. Il n'est donc pas possible non plus de 
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale 
au côté du quarré 5 mais on peut en approcher tant 
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qu'on voudra au moyen de la fraction continue qui 
est égale à ce rapport. La première opération a 
donné pour quotient i ; la seconde et toutes les autres 
à rinfini donnent 2 : ainsi la fraction dont il s'agit 
esti+7. . ' , 

^"+7-1-1 

~*~ » + etc. à Finfîni. 

Par exemple , si on calcule cette fractioa jusqu'au 
quatrième terme inclusivement , on trouve que sa 
valeur est i {*- ou ^-^ ; de sorte que le rapport appro- 
ché de la diagonale au côté du quarré est :: 4^ • ^9* 
On trouverait un rapport plus approché en calculant 
un plus grand nombre de termes. 
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LIVRE IV. 



LES POLYGONESRÉ GULIERS ET LA 
MESURE DU CERCLE. 



D£FIl?ITION. 



U V polygone gui est à la fois équiangle et équilatëral, 
s'appelle polygone régulier. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de 
côtés. Le triangle équilatéral est celui de trois côtés ; 
et le quarré celui de quatre. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORBM^ 

Deux polygones réguliers d'un^ même nombre 
de côtés sont deux figures semblables. 

Soient, par exemple , les deux hexagones réguliers fig- 155. 
ABCDEF , abcdef; la somme des angles est la même 
dans Tune et dans Tautre figure^ elle est égale à huit 
angles droits*. L'angle A est la sixième partie de*»»*!» 
cette somme aussi bien que Tangle a ; donc les deux 
angles A et a sont égaux; il en est par conséquent de 
même des angles B et ^, des angles G et c, etc. 

De plus, puisque par la nature de ces polygones 
les côtés AB, BC , CD, etc. sont égaux, ainsi que ah , 
bc^ cd, etc., il est clair qu'on a les proportions AB: 
ab : : BG : bc : : GD : cd, etc. ; donc les deux figures dont 
il s'agit ont les angles égaux et les côtés homologues 
proprortionnels ; donc elles sont semblables*. Ut^3.^' 
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Corollaire, Les périmètres de deux polygones ré- 
guliers d'un même nombre' de côtés sont entre eux 
comme les côtés homolc^ues , et leurs surfaces sont 
♦27,3. comme les quarrés de ces mêmes côtés*, 

Scholie. L'angle d'un polygone régulier se déter- 
mine par le nombre de ses côtés comme celui d'un 
polygone équiangle. Voyez la propos. XXI, lii^. L 

PROPOSITION IL 

- THÉORÊBiE. 

Tout polygone régulier. peut être inscrit dans 
le cercle^ et peut lui être circonscrit. 
ig. i56. Soit ABCD£, etc. le polygone dont il s'agit; ima- 
ginez , qu'on iai$6^ passer une circonférence par les 
trois points A^ B, C ; soit O son centre, et OP la per- 
pendiculaire abaissée sur le milieu du côté BG ; joignez 
AO et OD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA 
peuvent être supposés : en effet le côté OP est com- 
mun , l'angle OPC = OPB , puisqu'ils sont droits ; 
donc le côté PC s'appliquera sur son égal PB , et le 
point G tombera en B. De plus, paf la nature du 
polygone, l'angle PCD = PBA; doAc CD prendra la 
direction BA , et puisque CD = B A , le point D tom- 
bera en A , et les deux quadrilatères coïncideront en- 
tièrement Tuh avec l'autre. La distance OD est donc 
égale à AO, et par conséquent la circonférence qtii 
passe par les trois points A , B, G , passera aussi par 
le point D : mais, par un raisonnement semblable, 
on prouvera que la circonférence qui passe par les 
trois sommets- B , G , D , passera par le sommet sui- 
vant E , et ainsi de suite ; donc la même circonfé* 
rence qui passe par les points A, B, G, passe par tous 
les sommets des angles du polygone , et le polygone 
est inscrit dans cette circonférence. 
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£n second lieu, par rapport à cette circonférence, 
tous les côtés AB, BG, CD, etc. sont des cordes égales; 
elles sont donc également éloignées du centre * ; donc * 8« ». 
si du point O, comme centre, et du rayon OP, on 
décrit une circonférence, cette circonférence tou- 
chera le côté BG et tous les autres côtés du polygone, 
chacun dans son milieu , et la circonférence sera in- 
scrite dans le polygone , ou le polygone circonscrit à 
la circonférence. 

Scholie I. Le point O , centre commun du cercle 
inscrit et du cercle circonscrit , peut être regardé 
aussi comme le centre du .polygone , et par cette raison 
on appelle angle au centre l'angle AOB formé par 
les deux rayons menés aux extrémités d'un mém« 
côté AB. 

Pmsque toutes les cordes AB , BC, etc. sont égales, 
il est clair que tous les angles au centre sont égaux , 
et qu'aine la valeur de chacun se trouve en divisant 
quatre angles urdRs par le nombre des côtés du po- 
lygone. 

Scholie II. Pour inscrire un polygone régulier d'uu 
certain nombre de côtés dans une circonférence don- 
née , il ne s'agit que de diviser la circonférence en 
autant de parties égales que le polygone doit avoir de 
côtés; car, les s^rcs étant égaux , les cordes AB, BC , fig. i5&: 
CD , etc. seront égales ; les triangles ABO , BOC , 
GOÛ , etc. seront égaux aussi , parcequ'ils sont équi- 
latéraux entre eux ; donc tous les angles ABC , BGD , 
GDE, etc. seront égaux ; donc la figure ABCDE, etc. 
sera un polygone régulier. 

PROPOSITION III. 

PROBLEME. 

Inscrire un quarré dans une circonférence 
donnée. 
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fig. i57 Tirez deux diamètres AG, BD, qui se coupent à 
angles droits ; joignez les extrémités A, B, G^ D, etla 
figure ABGD sera le quarré inscrit : car les angles 
AOB , BOG , etc. étant égaux , les cordes AB , BG , etc. 
sont égales. 

SchoUe, Le triangle BOG étant rectangle et isosceki 

* 11, 3. on a *BG:BO :: v^a: 1 5 donc le côté du quarré inscrit 
est au rayon comme la racine quarrée de 2 est à 
Vunité, 

PROPOSITION IV. 

PROBLEME. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle 
équilatéral dans une circonférence donnée. 
fij. i58. Supposons le problême résolu, et soit AB un c6té 
de l'hexagone inscrit; si on mené les rayons AO, OBj 
je dis que le triangle AOB sera équilatéral. ^ 

Car Tangle AOB est la sixième p||rtiâile quatre an- 
gles droits ; ainsi en prenant l'angle droit pour tmité^ 
on aura AOB=:j=|- : les deux autres angles ABC, 
BAO , du même triangle valent ensemble 2 — j ou j , 
et comme ils sont égaux , chacun d'eux = | ; donc le 
triangle ABO est équilatéral ; donc le côté de l'hexa- 
gone inscrit est égal au rayon. 

Il suit de là que pour inscrire un hexagone régu- 
lier dans une circonférence donnée , il faut porter le 
rayon six fois sur la circonférence , ce qui ramènera 
au même point d'où on était parti. - 

L'hexagone ABCDEF étant inscrit, si l'on joint les 
sommets des angles alternativement , on formera le 
triangle équilatéral AGE. 

Sc/iolie, La figure ABCO est un parallélogramme et 
même un losange , puisque AB z=: BG = GO = AO j 

*i4,3. donc * la somme des quarrés des diagonales AG-h 
BO, est égale à la somme des quarrés des côtés ^ 
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laquelle est 4 ^ ou 4 BO ; retranchant de part et 

a a '% ——a ——-a 

d'autre BO, il restera AC= 3 BO; donc AC : BO :: j 
3 : I , ou AC : BO :: v/3 : i ; donc le côté du triangle 
équiléuéral inscrh est au rayon comme la ra^ùm 
guarrée de 3 est à Vunité. 

PROPOSITION V. 

PROBLEME. 

Inscrire dans un cerchs donné un décagone 
régulier y ensuite un pentagone et un penté-dé- 
ca^one. 

Divisez le rayon OA en moyenne et extrême raison fig. i^g. 
au point M *, prenez la corde AB égale au plus grand Jf^^j *^' 
segment OM, et AB sera le côté du décagone régulier 
qull faudra porter dix fois sur la circonférence. 

■Car en joignant MB , on a par construction AO : 
OM ;: OM: AM ; ou, à cause de AB = OM , AO : AB 
:: AB : AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un 
angle commun A compris entre côtés proportionnels ; 
donc ils sont semblables*. Le triangle OAB est isos- * ao, 3» 
celé ; donc le triangle AMB l'est aussi , et on a AB= 
BM : d'ailleurs AB = OM ; donc aussi MB = OM ; 
donc le triangle BMO est isoscele. 

L^angle AMB , extérieur au triangle isoscele BMO , 
est double de l'intérieur O* ; or l'angle AMB=M AB ; * 20^ i . 
\lonc le triangle OAB est tel que chacun des angles à 
la base, OAB ou OBA, est double de l'angle du som- 
met Oj.donc les trois angles dujtriangle valent cinq 
fois Fangle O ^ et ainsi l'angle O est la cinquième 
partie de deux angles droits^ ou la dixième de qua- 
tre : donc l'arc AB est la dixième partie de la cir- 
conférence^ et la'corde AB «st le côté du décagone 
îé|ulier. 
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Corollaire I. Si on joint de deux en deux les angles 
du décagone régulier^ on formera le pentagone régu- 
lier ACEGI. 

Corollaire II. ÂB étant toujours le côté du déca- 
gone, soit AL le côté de Fhexagone ; alors l'arc BL 
sera, par rapport à la circonférence^ T"~""ro' <^^ t? > d®°® 
la corde BL sera le côté du penté-décagone ou poly- 
gone régulier de 1 5 côtés. On voit en même temps 
que Tare CL est le tiers de GB. 

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on 
divise les arcs sous-tendus par ses côtés en deux par- 
ties égales , et qu'on tire les cordes des demi-arcs^ 
celles-ci formeront un nouveau polygone r^^er 
d'un nombre de côtés double : ainsi on \oit que le 
< quarré peut îrervir à inscrire successivement les po- 

lygones réguliers de 8, i6, 32, etc. côtés. De même 
l'hexagoçe servira à inscrire les polygones réguliers 
de 12, 24,48, etc. côtés; le décagone, des polygones 
de 20 , 4o , 80 , etc. côtés ; le' penté-décagone , des 
polygones de 3o, 60, 120, etc. côtés (i). 

PROPOSITION VL 

PROBLEME. 

%. iGo. Etant donné le polygone régulier inscrit 
ABCD, etc. y circonscrire à la même circonfé^ 
rence un polygone semblable, 

(i) On a cru long-temps que ces polygones étaient les seuls 
qui pussent être inscrits par les procédés de la géométrie élémen- 
taire, ou, ce qui revient au même, par la résolution des équations 
du premier et du second degrés : mais M. Gauss a prouvé , dans 
un ouvrage intitulé Disauisitiones Arithmeticœ , Lipsiat , i8oi ^ 
qu'f)n peut inscrire par de semblables moyens le polygone ré- 
gulii'r de dix-sept côtés , et en général celui de a'* + i côtés * 
pourvu que a'* -f- i soit un nombjre premier. 
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Au point T, milieu de l'arc AB , menez la tangente 
GH, qui sera parallèle à AB*; faites la même chose *io,a. 
au milieu de chacun des autres arcs BC , CD , etc. ; 
ces tangentes foraieront par leurs intersections le po- 
lygone régulier circonscrit GHIK, etc. semblable au 
poly^ne inscrit. 

Il est aisé de voir d'abord que les trois points O , 
B , H , sont en ligne droite , car les triangles rectan- 
gles OTH , OHN , ont l'hypoténuse commune OH , et 
le côté OT = ON ; donc ils sont égaux * ; donc * 18, i. 
l'angle TOH = HON, et par conséquent la ligne OH 
passe par le point B , milieu de Farc TN : par la même 
raison le point I est sur le prolongement de OC , etc. 
Mais, puisque GH est parallèle à AB et HI à BC, 
l'angle GHI = ABC * ; de même HIK = BCD , etc. ; * aS, i. 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux 
à ceux du polygone inscrit. De plus , à cause de ces 
mêmes parallèles, on a GH : AB :: OH ;ÔB, et HI :. 
BC :: OH.OB ; donc GH : AB :: HI : BC. Mais AB = 
BC; doncGH=HI. Par la même raison HI = IK^ etc.; 
donc les côtés du polygone circonscrit sont égaux 
entre eux ; donc ce polygone est régulier et semblable 
au polygone inscrit. 

Corollaire /. Réciproquement , si on donnait le 
polygone circonscrit GHIK, etc. /et qu'il fallût tracer 
par son moyen le polygone inscrit ABC , etc. , on 
voit qu'il suffirait de mener aux sommets G , H , I , etc. 
du polygone donné les lignes OG , OH , etc>i , qui ren- 
contreraient la circonférence aux points A , B , C , etc. ; 
on joindrait ensuite ces points par les cordeç AB, 
BC, etc. qui formeraient le polygone inscrit. On 
pourrait aussi , dans le même cas , joindre tout sim- 
plement les points de contact T, N, P, etc. par les 
cordes TN, NP, etc. , ce qui formerait également un ' 
polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II. Donc on pçut circonscrire à un 

S^B4. 8 



5 



II 4 GÉOMÉTRIE. ' 

cercle donné tous les polygones réguliers qu'on sait 
inscrire dans ce cercle y et réciproquement; 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

Vaire (Tun polygone régulier est égale a ^n 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du 
cercle inscrit. 
fig. x6o. Soit , par exemple , le polygone régulier GHIK , etc. ; 
le triangle GOH a pour mesure GH X \ OT, le triangle 
OHI a pour mesure HI x ^ ON : mais ON = OT ; 
donc les deux triangles réunis ont pour mesure s 
(GH + HI) X 7 OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles , on verra que la somme de tons les i 
triangles , ou le polygone entier , a pour mesure la \ 
somme des bases GH, HI^ IK, etc. , ou le périmètre \\ 
du polygone, multiplié par ^ OT, moitié du rayon dn ja 
<;ercle inscrit. 

Scholie, Le rayon du cercle inscrit OT n'est autre 
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur 
un des côtés ; on l'appelle quelquefois V apothème du 
polygone. 

PROPOSITION VIIL 

THÉORÈME. 

Les périmètres des polygones réguliers d'un 

même nombre de côtés sont comme les rayons 

des cercles circonscrits , et aussi commerles rayons 

des cercles inscrits; leurs surf aces sont comme les }i 

quarrés de ces mêmes rayons, 

£gi6i. Soit AB un côté de l'un des polygones dont il p 

s'a<>it, O son centre, et par conséquent OA le rayon 

du cercle circonscrit, et OD, perpendiculaire sur AB| 

Ir 



1 
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e rayon du cercle inscrit; soit pareillement ah le 
;ôté d'un autre polygone semblable , o son centre , 
Hi et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit. 
jCS périmètres des deux polygones sont entîfe eux 
romme les côtes AB et ab; mais les angles A et a sont 
igaux comme étant chacun moitié de l'angle du po- 
ygone ; il en est de même des angles B et i; donc les 
;riangles ABO, abo, sont semblables, ainsi que les 
triangles rectangles ADO , ado; donc AB :ah\: AO : 
20 :: DO : do; donc les périmètres des polygones sont 
entre eux comme les rayons AO , {ta , des cercles cirr- 
conscrits, et aussi comme les rayons DO, do ^ des 
cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues AB , ab; 
elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des 
rayons des cercles circonscrits AO, ao, ou comme les 
^rrëfr^es rayons des cercles inscrits OD , od, 

PROPOSITION IX. 

Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe 
(Hune extrémité à Vautre la ligne convexe AMB 
est plus longue que la ligne enveloppée AMB. 

Nous avons déjà dit que par ligne convexe nous gg. 1G2. 
entendons une ligne courbe ou polygone, ou en par- 
tie courbe et en partie polygone , telle qu'une ligne 
droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la 
iione AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo- 
sités, elle cesserait d'être convexe, parce qu'il est aisé 
de voir qu^une ligne droite pourrait la couper en plui 
de deux points. Les arcs de cercle sont essentielle- 
ment convexes ; mais la proposition dont il s'agit main- 
tenant s'étend à une ligne quelconque qui remplit la - 
condition exigée. 

8. 
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Cela posé , si la ligne AAIB n'est pas plus petite que 
toute^ celles qui Tenveloppent, il existera parmi ces 
dernières une ligne plus courte que toutes les autres, 
laquelle sera plus petite qne ÂMB , ou tout au plus 
égale à ÂMB. Soit ACDEB cette ligne enveloppante; 
entre les deux lignes menez par -tout où vous voudrez 
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB, 
ou du moins qui ne fasse que la toucher : la droite PQ 
est plus courte que PCDEQ; donc, si à la partie 
PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on aura la 
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB. 
Mais , par hypothèse , celle-ci doit être la plus courte 
de toutes , donc cette hypothèse ne saurait subsister ; 
donc toutes les lignes enveloppantes sont plus longues 
que AMB. 
£g. x63. Scholie* On démontrera absolument de la même 
manière qu'une ligne convexe et rentrante sur elle- 
même AMB , est plus courte que toute ligne qui Ten- 
velopperait de toutes parts , soit que la ligne envelop- 
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points, 
soit qu'elle l'environne sans la toucher. 

PROPOSITION X. 

L E M M £. 

Deux circonférences concentriques étant don" 
nées y on peut toujours inscrire dans la grande l 
un polygone régulier dont les côtés ne rencontrent 
pa^ la plus petite y et on peut aussi circonscrire à - 
la plus petite un polygone régulier dont les côtés i 
ne rencontrent pas la grande; de sorte que dani ' 
l'un et dans Vc^utre cas les côtés du polygone de* 
crit seront renfermés entre les deux circonférences, 
fig. x64. Soient C A , CB , les rayons des deux circonférence! 
données. Au point A menez la tangente DE termi- - 
née à la grande circonférence en D et E : inscrives \ 
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dans ^ grande circonférence Tun des polygones ré- 
guliers qu'on peut inscrire par les pi*obléines précé- 
dents , divisez ensuite les arcs sous - tendus par les 
côtés en deux parties égales , et menez les cordes des 
demi -arcs; vous aurez Un polygone régulier d'un 
nombre de côtés double. Continuez la bissection deê 
arcs jusqu'à ce que. vous parveniez à un arc plus petit 
que DBK Soit MBN cet arc (dont le milieu est sup- 
posé en B) ; il est clair que la corde MN sera plus 
éloignée du centre que DE , et qu'ainsi le polygone 
régulier dont MN est le côté ne saurait rencontrer la 
circonférence dont G A est le rayon. 

Les mêmes choses étant posées , joignez CM et GN 
qui rencontrent la tangente DE en P et Q ; PQ sera le 
côté d'un polygone circonscrit à la petite circonfé- 
rence , sembkd>le au polygone inscrit dans la grande , 
dont le côté est MN. Or il est clair que le polygone 
circonscrit qui a pour côté PQ, ne saurait rencon- 
trer la grande circonférence, puisque GP est moindre 
que CM. 

Donc , par la même construction , on peut décrire 
un polygone régulier inscrit dans la grande circon- 
férence, et un polygone semblable circonscrit à la 
petite , lesquels auront leurs côtés compris entre les 
deux circonférences. 

Scholie. Si on a deux secteurs concentriques FCG , 
IGH , on pourra de même inscrire dans le plus grand 
une portion de polygone régulier , ou circonscrire au 
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte 
que les contours des deux polygones soient compris 
entre les deux circonférences : il suffira de diviser 
l'arc FBG , successivement en 2 , 4? 8 , 16 , etc. parties 
^ales , jusqu'à ce qu'on parvienne à une partie plus 
petite que DBE. 

Nous appelons ici portion de polygone régulier la 
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites 
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dans Tare FG d'une extrémité à l'autre. Cette portioR 
a les propriétés principales deis polygones réguliers « 
elle a les angles égaux et les côtés égaux , elle est à h 
fois inscriptible et circonscriptible au cercle ; cepen- 
dant elle ne ferait partie d'un polygone rég\ilier pro 
' prement dit, qu^autant que l'arc sous-tendu par un 
de ses côtés serait une partie aliquote de la clrcon<r 
fércnce. 

PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

Les circonférences des cercles sont comme la 
rayons, et leurs surfaces cqmme les quarrés des 
rayons. 
fig. i65. Désignons , pour abréger , par cire, CA la circon- 
férence qui a pour rayon GA \ je dis qu'on aura cire. . 
CA:circ.OB::CA:OB. 

Gar , si cette proportion n'a pas lieu , GA se^a à 
OB comme cire* G A est à un quatrième terme plus 
grand ou plus petit que cire. OB : supposons-le plus 
petit, et soit, s'il est possible, CA : OB :: cire. CA: 
cire, OD. 

Inscrivez dans la circonférence dont OB est le rayon 

un polygone régulier EFGKLE, dont les côtés ne 

rencontrent point la circonférence dont 01) est le 

* lo. rayon *; inscrivez un polygone semblable MNPSTM 

dans la circonférence dont G A est le rayon. 

Gela posé , puisque ces polygones sont semblables , 
leurs périmètres MNPSM, EFGKE sont entre eux 
*8. comme les rayons GA, OB, des cercles circonscrits % 
et on aura MNPSM : EFGKE :: GA : OB; mais, 
par hypothèse, G A ; OB ;: cire. GA : cire. OD ; donc 
MNPSM : EFGKE :: cire. GA : cire. OD. Or, cette 
proportion est impossible, car le contour MNPSM 
*9' est moindre que cire. GA*, et au contraire EFGKE 
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est plus grand que cire, OD ; donc il est impossible 
que CA soit à OB comme cire. CA est à une circonfé- 
rence plus petite que cire. OB, ou, en termes plus 
généraux , il est impossible qu'un rayon soit à un 
rayon comme la circonférence du premier rayon est 
à une circonférence plus petite que la circonférence 
du second rayon. 

De là je conclus qu'on ne peut avoir non plus , C A 
est à OB comme cire. CA est à une circonférence 
plus grande que cire, OB ; car si cela était, on aurait, 
en renversant les rapports : OB est à CA comme une 
circonférence plus grande que cire. OB est à cire. CA, 
ou , ce qui est la même chose , comme cire. OB est à 
une circonférence plus petite que cire. CA ; donc un 
rayon serait à un rayon comme la circonférence du 
premier rayon est à une circonférence plus petite que 
la circonférence du second rayon , ce qui a été démon- 
tré impossible. 

Puisque le quatrième terme de la proportion CA : 
OB :: cire. CA : X ne peut être ni plus petit ni plus 
grand que cire. OB , il faut qu'il soit égal à cire. OB ; 
donc les circonférences des cercles sont entre elles 
comme les rayons. 

. Un raisonnement et une construction entièrement 
semblables serviront à démontrer que les surfaces 
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons. 
Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur cette 
proposition, qui d'ailleurs est un corollaire de la sui- 
vante. 

Corollaire. Les arcs semblables AB, DE, sont fig- 166. 
comme leurs rayons AC , DO , et les secteurs sembla- 
bles ACB , DOE , sont comme les quari*és de ces mêmes 
rayons. 

Car, puisque les arcs sont semblables, l'angle C 
est égal à l'angle O * 5 or l'angle C est à quatre angles *àé(. 3, 
droits comme l'arc AB est à la circonférence entière 
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* 17» ^' décrite du rayon AC *, et l'angle O est à quatre angles 
droits comme l'arc DE est à la circonférence décrite 
du rayon OD ; donc les arcs AB , DE , sont entre eux 
comme les circonférences dont ils font partie : ces cir- 
conférences sont comme les rayons AC, DO; donq 
arc AB : arc DE : : AC : DO, 

Par la même raison les secteurs ACB, DOE.'sont 

r 

comme les cercles entiers, ceux-ci sont comme les 
quarrés des rayons; donc sect. ACB : ^ec^. DOE ;:. 



,a w. 



AC : DO, 

PROPOSITION XIL 



THEOREME. 



Vaire du cercle est égale au produit de sa 
circonférence par la moitié du rayon. 

Désignons fdjrsurf. CA la surface du cercle dont le. 
rayon est CA 5 je dis qu'on aura surf. C A = 7 GA X 
cire, CA. 
%• ï^»7- Car si \ CA X cire. CA n'est pas l'aire du cercle dont 
CA est le rayon , cette quantité sera la mesure d'un 
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d'abord 
qu'elle est la mesure d'un cercle plus grand, et soit, 
s'il est possible , { C A x cire. CA = surf, CB. 

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez un 
polygone régulier DEFG , etc. dont les côtés ne ren- 
* 10. contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon * ; 
la surface de ce polygone sera égale à son contour 
* 7. DE + EF 4- FG + etc. , multiplié par ^ AC * : mais le 
contour du polygone est plus grand que la circon*^ 
férence inscrite , puisqu'il l'enveloppe de toutes parts ; 
donc la surface du polygone DEFG^ etc. est plus 
grande que 7 AC X cire. AC , qui est la mesure du cercle 
dont CB est le rayon ; donc le polygone serait plus 
grand que le cercle. Or au contraire il est plus petit. 
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puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que { CA 
X cire. CA soit plus grand que surf, CA, ou, en d'au- 
tres termes, il est impossible que la circonférence 
d'un cercle multipliée par la moitié de son rayon soit 
la mesure d'un cercle plus grand. 

Je dis en second lieu que le même produit ne peut 
être la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas 
changer de figure , je supposerai qu'il s'agit du cercle 
dont CB est le rayon ; il faut donc prouver que ^ CB 
X cire. CB ne peut être la mesure d'un cercle plus 
petit, par exemple, du cercle dont le rayon est CA. 
En effet soit , s'il est possible , ^ CB X cire. CB c=: 
surf, CA. 

Ayant fait la même construction que ci -dessus, la 
surface du polygone DEFG, etc. aura pour mesure 
(DE + EF + FG + etc.) x 7 CA ; mais le contour 
DE + EF 4- FG + etc. est moindre que cire. CB 
qui l'enveloppe de toutes parts; donc l'aire du poly- 
gone est moindre que 7 CA X cire. CB , et à plus forte 
raison moindre que 7 CB x cire. CB. Cette dernière 
quantité est, par hypothèse, la mesure du cercle dont 
CA est le rayon; donc le polygone serait moindre 
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est 
impossible que la circonférence d'un cercle, multi* 
pliée par la moitié de son rayon , soit la mesure d'un 
cercle plus petit. 

Donc enfin la circonférence d'un cercle multipliée 
par la moitié de son rayon est la mesure de ce même 
cercle. 

Corollaire I. La surface d'un secteur est égale à l'arc fig. 168. 
ie ce secteur multiplié par la moitié du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier comme 
l'arc AMB est à la circonférence entière ABD *, ou * 17,^1. 
comme AMB xi AC est à ABD x 7 AC. Mais le cercle 
entier := ABD x 7 AC ; donc le secteur ACB a pour 
mesure AMB x t AG. 
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. Corollaire II. Appelons Tria circonférence dont le 
diamètre est Tunité ; puisque les circonférences sont 
comme les rayons ou comme les diamètres , on pourra 
faire cette proportion : le diamètre i est à sa circonfé» 
rence ir comme le diamètre aCA est à la circonfc- 
k'ence qui a pour rayon GA ; de sorte qu^on aura 
fig. i65. I : TT :: aCA : cire. CA ; donc cire. CA = 2 w X CA. 
Multipliant de part et d'autre par \ CA, on aura 

I CA X cire. CA = tt x CA , ou surf. CA = w. CA; 
donc la surface tTun cercle est égale au produit du 
quairè de son rayon multiplié par le nombre consùuu 
w , qui représente la circonférence dont le diamètre 
est 1 , ou le rapport de la circonférence au /iiamètre. 
Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon 

OB sera égale à w x OB ; or t: X CA : w X OB :: 

GA : OB ; donc les surfaces des cercles sont entre ellet 
comme les quarrés de leurs rayons, ce qui s'accorde 
avec le théorème précédent. 

• Scholie. Nous avons déjà dit que le problème de la 
quadrature du cercle consiste à trouver un quarré égal 
en surface à un cercle dont le rayon est connu ; or on 
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec- 
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon , 
et ce rectangle se change en quarré en prenant une 
♦pr. 6, moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*: 
• ainsi le problême de la quadrature du cercle se ré- 
duit à trouver la circonférence quand on connaît le 
rayon , et pour cela il suffit de connaître le rapport 
de la circonférence au rayon ou au diamètre. 

Jusqu'à présent on n'a pu déterminer ce rapport 
que d'une manière approchée ; mais l'approximation 
a été poussée si loin , que la connaissance du rapport 
exact n'aurait aucun avantage réel sur celle du rap- 
port approché. Aussi cette question , qui a beaucoup 
occupé les géomètres lorsque les méthodes d'approxi- 
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matlon étaient moins connues , est maintenant relé- 
guée! parmi les questions oiseuses dont il n'est permis 
de s^occuper qu'à ceux qui ont à peine les premières 
notions de géométrie. 

Archimedè a prouvé que le rapport de la circon- 
férence au diamètre est compris entre 3 — et 3 •— ; 
ainsi 3 y ou ^ est une valeur déjà fort approchée du 
nombre que nous avons représenté par tt, et cette 
première approximation est fort en usage à cause de 
sa simplicité, Médus a trouvé pour le même nombre 
la valeur beaucoup plus approchée 74j. Enfin la va- 
leur de 'Tc , développée jusqu'à un certain ordre de 
décimales, a été trouvée par d'autres calculateurs 
3,1415926335897932 , etc., et on a eu la patience de 
prolonger ces décimales jusqu'à la cent vingt-septième 
ou même jusqu'à la cent cinquantième. Il est évident 
qu'une telle approximation équivaut à la vérité, et 
qu'on ne connaît pas mieux les quarrés des puissances 
imparfaites. 

On expliquera , dans les problèmes suivants , deux 
des méthodes élémentaires les plus simples pour obte- 
nir ces approximations. 

PROPOSITION XIII. 

PROBLEME. 

Etant données les surfaces dun polygone re- 

gulier inscrit et d'un polygone semblable cir- 

conscrit y trouver les surfaces des polygones ré- 

guliers inscrit et circonscrit dun nombre de côtés 

/ double, 

« 

Solt AB le côté du polygone donné inscrit, EFfigi^- 
parallèle à AB , celui du polygone semblable circon- 
scrit , G le centre du cercle ; si on tire la corde AM et 
les tangentes AP, ÎBQ, la corde AM sera le côté du 
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polygone inscrit d'un nombre de côtés double , et 
PQ double de PM sera celui du polygone semblable 
* ^* circonscrit *. Gela posé , comme la même construction 
aura lieu dans les différents angles ^aux à ACM , il 
suffit de considérer Fangle ACM seul , et les triangles 
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly« 
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit 
dont AB est un côté , B la surface du polygone sem- 
blable circonscrit, A' la surface du polygone dont 
AM est un côté, B' la surface du polygone semblable 
circonscrit ; A et B sont connus , il s'agit de trouver 
A'etB'. 

1° Les triangles ACD, ACM, dont le sommet 
commun est A , sont entre eux comme leurs bases 
CD , CM ; d'ailleurs ces triangles sont comme les po« 
lygones A et A' dont ib font partie; donc A : A' ::' 
CD : CM. Les triangles CAM, CMË, dont le sommet 
commun est M , sont entre eux comme leurs bases 
. CA^ CE; ces mêmes triangles sont comme les poly^ 
gones A ' et B dont ils font partie ; donc A ' : B : : CA : CE. 
Mais à cause des parallèles AD , ME , on a CD : CM ::' 
CA : CE ; donc A : A' :: A' : B; donc le polygone A*, 
l'un de ceux que l'on cherche, est moyen propoi- 
tionnel entre les deux polygones connus A et B , et on 

a par conséquent A ' = l/^A X B. 

2<> A cause de la hauteur commune CM, le trian- 
gle CPM est au triangle CPE comme PM est à PE; 
mais la ligne CP divisant en deux parties ^ales 
* 17. 3. l'angle MCE , on a * PM : PE : : CM : CE : : CD : CA : : 
A: A'; donc CPM : CPE:: A: A', et par suite, CPM: 
CPM + CPE, ou CME :: A : A + A'. Mais CMPA 
ou 2CMP et CME sont entre eux comme les poly- 
gones B' et B dont ils font partie, donc* B' : B ::. 
2 A : A -H A ' . On a déjà déterminé A ' ; cette nou* 
velle proportion déterminera B', et on aura B' =s 



- . ; ; donc, au moyen des polygones A et B, il est 

facile de trouver les polygones A' et B' qui ont deux 
fois plus de côtés. 



PROPOSITION XIV.. 



PROBLEMB. 



Troui^er le rapport approché de ta circonfé- 
rence au diamètre. 

Soit le rayon du cercle zzr i , le côté du quarré 
inscrit sera V^a * \ celui du quarré circonscrit est * 3. 
égal au diamètre 2 ; donc la surface du quarré ins- 
crit =: 2 , et celle du quarré circonscrit = 4. Mainte- 
nant, si on fait A = a et B = 4) on trouvera par le 
problème précédent Toctogone inscrit A'=: v^ 8 == 

3,8284^71, et l'octogone circonscrit 8'=—— — ^=: 

S^SrS^oSS. Connaissant ainsi les octogones inscrit 
et circonscrit, on trouvera par leur moyen les po- 
lygones d'un nombre de côtés double ; il faudra de 
nouveau supposer A= 2,8284271, B= 3,3i37o85, et 

on aura A' = V/'AxB = 3,0614674, et B'=:^^^, 

5=3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 cdlés ser- 
viront à connaître ceux de 32 , et on continuera ainsi 
jusqu^à ce que le calcul ne donne plus de différence 
entre les polygones inscrit et circonscrit, au moins 
dans Tordre de décimales auquel on s'est arrêté, qui 
est le septième dans cet exemple. Arrivé à ce point, 
^on conclura que le cercle est égal au dernier résultat, 
car le cercle doit toujours être compris entre le po- 
'lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc, si 
eeux-ci ne différent point entre eux jusqu'à un certain 
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ordre de décimales , le cercle n'en difiereta pas Jdoti 
plus jusqu'au même ordre. 

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu'à 
ce qu'ils ne difTerent plus dans le septième ordre de 
décimales. 



Nombre des c6tcs. 

4 

8 

i6 
3a 

64 

128 

2S6 

5l2 

1024 

2048 

4096 

8192 
i6384 
32768 



Polygone inscrit. 
2,0000000 
2,8284^^71 
3,0614674 

3,i2i44Si 
3,i365485 

3,i4o33ii 

3,1412772 

3,i4i5i38 

3,1410729 

3,1415877 

3,i4i59i4 

3,1415923 

3,1415925 

3,1415926 



De là je conclus que la- 
3,1415926 



su 



Polygone circonscriC. 
. 4)0000000 

3^3 137085 

. 3,1825979 

. 3,i5i7249' 

3,i44iiM 
. 3,1 4:^1^36 
. 3,1417564 
. 3,i4i63ai 

3,i4i6oa5 
• 3,i4i595i 
. 3,1415933 
. 3,1415928 
. 5,1415927 

3,1415926 

face du cercle := 



On pourrait avoir du doute sur la der- 
nière décimale à cause des erreurs qui viennent des 
parties négligées ; mais le calcul a été fait avec une 
décimale de plus , pour être sAr du résultat que nous 
venons de trouver jusque dans la dernière décimale. 
Puisque la surface du cercle est égale à la demi- 
circonférence multipliée par le rayon , le rayon étant 
I, la demi -circonférence est 3,i 415926; ou bien, le 
diamètre étant i , la circonférence est 3,i 415926.; 
donc le rapport de la circonférence au diamètre dé-' 
signé ci-dessus par :t = 3,i4i5926. 
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PROPOSITION XV. 

li £ sL sL E« 

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscele DC£, fig. 170. 
qui a le même angle C , et dont le côté CE ou CD est moyen^ 
proportionnel entre CA et CB. Déplus, si Van^ CAB est 
droit , la perpendiculaire CF abaissée sur la base du trian- 
^ isoscele y sera moyenne proportionnelle entre le côté C A 
et la demi-somme des côtés CA , CB. 

• Car, i^ à cause de l'angle commun C , le triangle ABC est 
au triangle isoscele DC£ comme AC X CB est à DC X CE, ou 

DC *; donc ces triangles seront équivalents, si DC = AG *24,3! 
XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC 
et CB. 

2^ La perpendiculaire CGF coupant en deux parties égales 
rangleACB^ona*AG:GB::AC:CB, d'où résulte, compo^*^:^^- 
nendo, AGjAG+GB ou AB:: AC : AC + CB; mais AG 
est à AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou 
dCDF; d'ailleurs , si Tangle A est droit , les triangles rectan^- 
gles ACG, CDF, sont semblables, et donnent ACGrCDF::, 

AC*: CF*; donc, 

AC*: aCF*:: AC ; AC + CB. 
Multipliant le second rapport par AC , les antécédents do* 

Tiendront égaux , et qxl aura par conséquent aCF = AG X 

— » /AC-hCB\ 
(XC + CB),ouCF=ACxf J; donc a^ ai l'angle 

A est droit , la perpendiculaire CF sera moyenne propor-* 
tionneUe entre le côté AC et la demi -somme des c6té# 
AC,CB. 

PROPOSITION XVL 

PRO BLÊME. 

Trouver un cercle qui diffère aussi peu qu*on voudra d'un 
polygone régulier donné, 

$oit proposé , par exemple ^le quiprré BMNP ; abaissez du fig. 171 . 
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centre C la perpendiculaire CA sur le côté MB , et Joignez 
CB. 

. Le cercle décrit du rayon CA est inscrit dans le quarré, 
et le cercle décrit du rayon CB est circonscrit à ce même 
quarré ; le premier sera plus petit que le qnarré , le second 
sera plus grand ; mais il s*agit de resserrer ces limites. 

Prenez CD et CE égales chacune à la moyenne propor- 
tionnelle entre CA et CB , et joignez £D ; le triangle isoscde 
* '^« CD£ sera équivalent au triangle CAB '^; faites de même pont 
chacun des huit triangles qui composent le quarré , Tons 
formerez ainsi un octogone régulier équivalent au quarré 
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen propor- 

CA-hCB • 

tionnel entre CA et , sera inscrit dans l'octogone y et 

a 

le cercle décrit du rayon CD lui sera circonscrit. Ainsi le 

premier sera plus petit que le quarré donné ^ et le second 

plus grand. 

Si on change de la même manière le triangle rectangle 
CDF en un triangle isoscele équivalent , on formera par cfè 
moyen un polygone régulier de seize côtés , équivalent au 
quarré proposé. Le cercle inscrit dans ce polygone sera plu» 
petit que le quarré , et le cercle circonscrit sera plus grand. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce que le rapport entre 
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit 
diffère aussi peu qu'on voudra de l'égalité. Alors l'un et 
l'autre cercles pourront être regardés comme équivalents an 
quarré proposé. 

Scholîe, Voici à quoi se réduit la recherche des rayons 
successifs. Soit a le rayonMu> cercle inscrit dans l'an des 
polygones trouvés , b le rayon du cercle circonscrit au même 
polygone ; soient a' et b' les rayons semblables pour le po^ 
lygone suivant qui a un nombre de côtés double. Suivant ce 
que nous avons démontré , b' est une moyenne proportion- 
nelle entre a et è , et «' est une moyenne proportionnelle 



a-^à 



entre a et ; de sorte qu'on aura b'z=:\/"axb, et a'=: 



v/ 



a X— — i ^^^^ l^s rayons a el b d'un polygone étant 
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connus , on en conclut facilement les rayons a' et V du po* 
lygone suivant : et'on continuera ainsi jusqu'à ce que la 
différence entre les deut rayons soit devenue insensible ; 
alors Tun ou Tautre de ces rayons sera le rayon du cerde 
équivalent au quarré ou au polygone proposé. 

Cette méthode est facile à pratiquer en lignes , puisque 
elle se réduit à trouver des moyennes proportionnelles suc- 
cessives entre des lignes connues ; mats elle réussit encore 
mieux en nombres , et c*ést une des plu^ commodes que la 
géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp- 
tement le rapport approché de la circonférence au diamètre. 
Soit le o6té du quarré = a , le premier rayon inscrit CA sera 
I , et le premier rayon circonscrit CB sera ^/a ou i ,4 1 4^ 1 36. 
Faisant donc a =: i , 6 = 1,41421^^9 on trouvera V = 
1,1892071 , et a' =: 1,0986841* Ces nombres serviront à 
calculer lies suiyants d'après la loi de continuation. 

■ 

Ycficile résultat du calcul fait jusqu'à sept ou huit chiffres 
par les^^bles de logarithmes ordinaires. 



Bayoni des eerdeff circonscrits. 

z,4i42i3^ ....*. 

X, 1892071 

i,i43o5oo 

x,i32oi49 

1,1292862 •.^.•. 

1,1286063 .•...• 



Rayons des cercles inscrits. 

1,0000000. 

• •• 1,098684t. 

i,i2io863. 

• •• 1,1265639. 

••- 1,1279257. 

1,1282657. 



Maintenant que la première moitié des chiffres est la 
néme des deux côtés , on pourra,, au lieu des moyens géo- 
aétriques , prendre les moyens arithmétiques , qui n'en dif- 
férent que dans les décimales ultérieures. De celt« manière 
l'opération s'abrège beaucoup , et les résultats sont : 



1,1284360 

1,1283934 
I ,.1283827 
i,i2838oi 
1,1283794 
1,12837921 



1, 1283508. 
1,1283721. 
1,1283774. 
1,1283787. 
1,1283791. 

lria8379^. 



Donc 1^12^37^2 est à très* peu près le rayon du eerde 
égal en surface au quarré dont le côté est 3. De là il est fa- 
cile de trouver le rapport de la circonférence au diamètre : 
car pn a démontré que la« surface du cercle est égale au 
quarré de son rayon multiplié par le nombre n ; donc , si 
on divise la surface 4 par le quarré de 1,1283792, on aiira 
la valeur de ir, qui se trouve par ce calcul de 3,i4i ^926, etc., 
comme on Ta trouvée par une autre méthode. 



y 



APPENDICE AU LIVRE IV. 

DEFINITIONS. 

I. \Jw appelle maximum la quantité la plus grande entré 
toutes celles de la même espèce; minimum la plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre, toutes 
les lignes qui joignent deux points de la circonférence , et 
la perpendiculaire est un minimum entre toutes les droites 
menées d'un point donné à une ligne donnée. ' ^ 

II. On appelle figuiies isopérimetres- celles qui ont des pé- 
rimètres égaux. 

PROPOSITION PREMIERE; 

THÉO&ÊME. 

Entre tous les triangles de même base et de même périr 
mètre , le triangle maximum est celui dans lequel les tïeux 
côtés non déterminés sont égaux. 
fe ';»• Soit AC = CB , et AM + MB = AC -f- CB ; je dis que le 
triangle isoscele ACB est plus grand que le triangle AMfi 
qui a même base et même périmètre. 

Du point C , comme centre , et du rayon CA = ÇB , dé- 
crivez une circonférence qui rencontre CA prolongé en D; , 
joignez DB; et l'angle DBÀ, inscrit dans le demi -cercle, 
* j5 2. sera un angle droit *. Prolongez la perpendiculaire DB vers 
N , faites MN =MB , et joignez AN. Enfin des points M et C 
abaissez MP çt CG, perpendiçulçdrçs sur DN. Puisque CB= 
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Cl>etMN = MB, on a AC + CB = AI>, et AM + MB=: 
AM4-MN.MaisAC+CB = AM + MB;doncAD=:AM+ 
MN ; donc AD > AN : or si ToWlcpic AD est pins grande que 
Foblique AN , elle doit être pins éloignée de la perpendicu- 
laire AB ; donc DB > BN ; donc BG , qui est moitié de BD * , * 12, i. 
sera plus grande que BI^ moitié de BN. Mais les triangles 
ABC j ABM , qui ont même base AB , sont entre eux comme 
leurs hauteurs BG, BP; donc, puisqu'on a BG>BP, le tri- 
angle isoscelc ABC est plus grand que le non-isoscele ABM 
de même base et de même périmètre. 

PROPOSITION II. 

- THlêORÊKE. 

Entre tous les polygones isopénmettes et d*un même 
mombre de côtés , celui qui est ui% maxinram a ses côtés 
égaux* 

Car soit AfiCDËF le polygone maximum; si le côté BC fig. 173. 
a*ett pas égai à CD , faites sur la base BD un triangle isos- 
oele BOD qui soit isopérimetre à BCD, le triangle BOD sera 
plus grand que BCD*, et par conséquent le- polygone "^pr. i. 
ABQDEF sera plua 'grand que ABCDEF ; donc ce dernier 
ne serait pas le maximum entre tous ceux qui ont le même 
périmètre et le même nombre de côtés , ce qui es^ contre la 
supposition. On doit donc avoir BC == CD : on aura par la 
même raison CD =r D£, DEz=r £F, etc. ; donc tous les côté» 
du polygone maximum sont égaux entre eux* 

PROPOSITION III. 

THBORÂMB. 

D)0 tous les triants formes avec deux côtés donnés fai- 
s^nt entre eux un €ingle à volonté, le maximum est celui 
dans lequel les deux côtés donnés /ont un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC , BAD , qui ont le côté AB fig. ij^ 
commun , et le côté AC = AD ; si Tangle BAC est droit , je 
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD» 
dans lequel l'angle en A est aign pu obtus. 

9' 
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Car la base AB étant la même , les deux triangles B Aé ^ 
BAD , sant comme les hauteurs AC , DE : mais la per- 
pendiculaire D£ est plus courte que Toblique AD oh son 
égale AC ; donc le triangle BAD. est plus petit que BAC* 

PROPOSITION IV. 

THlàORÂMB. 

De tous les polygones formés avec des cStes donnes et un 
dernier à volonté y le maximum doit être tel que tous ses 
angles soient inscrits dans une demi ~ circonférence dom le, 
côté inconnu sera le diamètre. 
^^' 175. Soit ABCD£F le plus .grand des polygones formés avee 
les côtés donnés AB , BC , CD , D£ , £F, et un dernier AF 
à volonté ; tirez les diagonales ÂD , DF. Si Tangle ADF 
n'était pas droit, on pourrait, en conservant les partîei 
ABCD , D£F , telles qu'elles sont , augmenter le triangle 
ADF, et par conséquent le polygone entier, eh rendant 
l'angle ADF droit , conformément à la proposition précé-' 
dente ; mais ce polygone ne peut plus être augmenté, puis- 
qu'il est supposé parvenu à son maximum,; donc l'angle 
ADF est déjà un angle droit. Il en est de même des v^^ffm 
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C, D, E, F, 
du polygone maximum, sont inscrits dans une demi'-circon-: 
férence dont le côté indéterminé AF est le diamètre. 
^ SchoUe. Cette proposition donne lieu à une question ; sa- 
voir, s'il y a plusieurs manières de former un polygone avec 
des côtés donnés , et un dernier inconnu qui sera, le diamètre, 
de la demi--circonférence dans laquelle les autres côtés sont 
inscrits. Avant de décider cette question , il faut observer 
que si une même corde AB sous - tend des arcs décrits de 
* 76- différents rayons AC, AD, l'angle au centre appuyé sur 
cette corde sera le plus petit dans le cercle dont le rayon 
est le plus grand ; ainsi ACB < ADB. En effet l'angle AJDO 
* 19, ,. z= ACD + CAD * ; donc ACD < ADO , et en doublant dt 
part et d'autre on aura ACBj< ADB^ 
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PROPOSITION V, 

TRBOREME. 

il n'jr a qu'une manière déformer le polygone ABCDËF, 
nvec des côtés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia^ 
mètre de la demi-circonférence dans laquelle les autres côtés ^ 
sont inscrits, i 

Cat^ supposons qu'on a trouvé un cerde qui satisfaire à ^* x?^* ^ 
Ja gestion ; si on prend un cercle plus grand y les cordes 
AB, BC , CD , etc. répondront à des angles au centre plus 
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre 
que deux angles droits, et ainsi les eltrémités des côtés 
dootnés n'aboutiront plus aux extrémités d*un diamètre. 
L'inoonyénient contraire aura» lieu si on prend un cercle 
{lias petit; donc le polygone dont il s'agit ne peut être 
inscrit que dans un seul cercle. 

Scholie. On peut changer à volonté l'ordre des côtés AB^ 
£C , CD, etc. , et le diamètre du cercle circonscrit sera tou- 
jours le même , ainsi que la surface du polygone ; car, quel 
que soit l'ordre des arcs AB , BC , etc. , il suffit que lent 
somme fasse la demi -circonférence, -et le polygone aura 
toujours la mième surface , puisqu'il sera égal au demi- 
cercle moins les segments AB , BC , etc. , dont la somme 
est toujours la même. 

PROPOSITION VI. 

THBORSMB. 

De tous les polygones formés avec des côtés donnés, le 
maximum est celui qu'on peut inscrire dans un cercle. 

Soit ABCD£FG le polygone inscrit, et ahcdefg le non- fig. 177. 
inscriptible formé avec des côtiîs égaux , en sorte qu'on ait 
AB zzzab, BCzzzbc, etc. j je dis que le polygone inscrit est* 
plus grand que l'autre. 

Tirez le diamètre £M ; joignez AM , MB ; sur ab = AB 
faites le triangle abin égal à ABM , et joignez em, 
- £n vertu de la proposition IT le polygone EFCAM est 
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plus grand que efgatn , à moins que celui-ci ne puisse étf • 
pareillement inscrit dans une demi - circonférence dont le 
côté ^772 serait le diamètre , auquel cas les deux polygone» 
seraient égaux en vertu de la proposition Y. Par la même 
raison le polygone £DCBM est plus grand que-edcbm y sauf 
Isr même exeeption ofr il y aurait égalité. *Donc le polygone 
entier £FGAMB€D£ est plus grand que e/gambcde, à moins 
qu*ils ne soient entièrement égaux : mais ils ne ie tont pat, 
puisque Tun est inscrit dans le cercle , et que l'avlre est 
supposé noki-inscriptible; donc le polygone inscl^t «st le 
j>lu& grand. Eetranchant de part et d'autre les Iriaiygles 
^gaux ABH , aim ^ il restera le polygone inscrit ABCD£F6 
plus grand que le non-inscriptible abcete/g, 

Scholle, Otk démontrera , comme dans la proposition Y, 
.qu'il ne peut y avoir qu'un seul cercle , et par conséquent 
4|u'un s«ul polygone maximmn qui satisfasse à la question ; 
-et çc polygone sei^ifc encore de même éur&ce , de queiq^ 
manière qu'on changeât l'ordre d£ ses oblés, 

PROPOSITION VII, , 

THEOREME. 

Le polygone régulier est un maximum entre tous lespotj" 
gones ùopérimetres et d*un même nombre de côtés. 

Car, suivant le théorème II, le polygone maximunjt a tous 
ses côtés égaux ; et , suivant le théorème précédent , H est in*- 

scriptible dans le cercle ; donc ce polygone est régulier. 

■ . ■ » 

PROPOSITION VIII. 

Ij e bk bk e» 

t 

Deux angles au centre , mesurés dans deux cercles diffé- 
rents y sont entre eux commje les arcs compris dipisés par 

leurs rayons, 

AB 

fig. 1-8. Ainsi Tangle C est à l'angle O comme le rapport est' 

AC 

DE 
au rapport -j^. 

B'uBuayon OF égal à AC décrivez, l'arc FG compris entre 
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}es côtes OD, OE , prolongés ; à cause des rayons égaux AC ^ 

OF, on aura d'abord C:0:: AB;FG*, ^^--^T^*^^' -^^ *i7,a» 

à cause des arcs semblables FG , DE, on a* FG:DE::FO: *ii. 

T.^ ^ , FG ' , DE 

uO ; donc le rapport — - est égal au rapport — p- , et on a 

•^ AB DE 
par conséquent C:0 ::--—':--—. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

De deux polygones réguliers isopérimetres , celui qui a le 
plus grand nombre de cotes est le plus grand. 

Soit DE le demi-côté de l'un des polygones , G son centre, fig- k4- 
OE son apothème ; soit AB le demi-côté de l'autre polygone, 
C son centre , CB son apothème. On suppose les centres G 
et C situés à une distance quelconque OC , et les apothèmes 
0£ , CB , dans la direction OC : ainsi DOE et ACB seront 
les demi-angles au centre des polygones , et comme ces an- 
gles ne sont pas égaux , les lignes CA , OD , prolongées se 
rencontreront en un point F ; de ce point abaissez sur OC 
la perpendiculaire FG ; des points O et C , cotnme centres , 
décrivez les arcs GI, GH , terminés aux côtés OF, CF. 

GI GH 

Cela posé , on aura par le lemme précédent O ; C : : -~ : --7—^ 

OG CG 

mak DE est au périmètre du premier polygone comme 

l'angle O est k quatre angles droits , et AB est au périmètre 

du second comme l'angle C est à quatre angles droits ; donc, 

puisque les périmètres des polygones sont égaux , DE : AB 

' *GI GH 

: : O : C , ou DÇ • AB : : -— - : 7-^ • Multipliant les antécédents 

OG CG 

par OG et les conséquents par CG, on aura DE X OG : AB X 

CG :: GI : GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG, 

donnent OE : OG : : DE : FG , d*où résulte DE X OG == OE 

XFG ; on aura de même AB X CG = CB X FG ; donc OE X 

FG : CB X FG :: GI : GH, ou OE : CB :: GI : GH. Si donc 

ou fait Toir que l'arç GI est plus grand que l'arc GH, il 

^'ensuivra que l'apothème 0£ est plus grand que CB. 
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De Tautre c6të de CF soit faite la figure CKjt ehtièrement 
égale à la figure CG^, de sorte qu'on ait CK=:CG , l'angle 
HCK = HCG , et Tare Kr = jrG ; la courbe ILrG euvelop- 

♦ ^. pera Tare CHG, et sera plus grande que cet arc *. Donc Gr, 

moitié de la courbe, est plus grande queCH moitié de l'arc; 
donc , à plus forte raison , GI est plus grand que GH. 

Il résulte de là que l'apothème 0£ est plus grand que CB : 
mais les deux polygones ayant même périmètre , sont entre 

* 7. eux somme leurs apothèmes * ; donc le polygone qui a pour 

demi-c6té DE est plus grand que celui qui a pour demi-côté 
AB : le premier a le plus de côtés, puisque. son angle au 
centre est le plus petit ; donc de deux polygones réguliers iso- 
périmètres , celui qui a le plus de côtés est le plusiprand. 

PROPOSITION X. 

THEOREME. 

m 

Le cercle est plus grand que tout polygone iscpenmetreM 
fig. 180. Il est déjà prouvé que de tous les polygones isopérimetres 
et d'un même nombre de côtés le polygone régulier est le 
plus grand ; ainsi il ne s'agit plus que de comparer le cercle 
à un polygone régulier quelconque isopérimetre. Soit AI le 
demi-côté de ce polygone , C son centre^ Soit dans le cercle 
isopérimetre l'angle DOE = AGI , et conséquemment l'arc 
DE égal au demi -côté AI. Le polygone P est au cerdc C 
comme le triangle AGI est au secteur ODE ; ainsi on aura 
P:C::iAIxCI:^DExOE::CI: CE. Soit menée au pœnt 
E la tangente EG qui rencontre CD prolongé en G ; les tri- 
angles semblables AGI , GOE, donneront la proportion CI: 
CE:: AI ouDE:GE; doncP:C::DE:GE, ou comme DEX 
I DE qui est la mesure du secteur DOE est à GE X 7 OE qui 
est la mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petit 
que le triangle ; donc P est plus pelit que C , donc le cercle 
est plus grand que tout polygonle isopérimetre. 
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LES PLANS ET LES ANGLES SOLIDES. 

DlÉFIiriTlOlf s. 

I. Une ligne droite est perpendiculaire à un plan, 
lorsqu'elle est perpendiculaire à toutes les droites qui 
passent par son pied dans le plan"^. Réciproquement *pr.4. 
le plan est perpendiculaire à la ligné. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette 
ligne rencontre le plan. 

II. Une ligne est parallèle à un plan, lorsqu'elle 
ne peut le rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge l'un et l'autre. Réciproquement le plan est 
pai*allele à la ligne. ^ 

in. Deux plans sont parallèles entre eux , lorsqu'ils 
ne peuvent se rencontrer à quelque distance qu'on les 
prolonge Fun et l'autre. 

rV". Il sera démontré^ que l'intersection commune *pr. 3. 
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite : 
cela posé) l^ angle jon P inclinaison nmtaelle de deux 
plans est la quantité plus ou moins grande dont ils 
peuvent être écartés l'un de l'autre ; cette quantité se 
mesure* par l'angle que font entre elles les deux per- *pr.i7. 
pendiculaires menées dans chacun de ces plans au 
même point de l'intersection commune. 

Cet angle peut être àigû, droit ou obtus. 

V. S'il est droit, les deux plans soiit perpendicu" 
laires entre eux. 

YI. Arigle solide est l'espace angulaire compris 
entre plusieurs plans qui se réunissent en un même 
points 
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£g- 199- Ainsi l'angle solide S est formé par la réunion de» 
plans ASB, BSC, CSB, DSA. 

Il faut au moins trois plans pour former un angla 
solide. 

PROPOSITION PREMLERE. 

THEOREME. 

Une ligne droite ne peut être en partie dan$ 
un plan , eti partie au dehors. 

Car^ suivant la définition du plan, dès qu'une 
ligne droite a deux points communs avec un plan, 
elle est toute entière dans ce plan. 

Scholie, Pour reconnaître si une surface est plane, 
il faut appliquer une ligne droite en différents sens 
sur. cette surface , et voir si elle touche la surface dans 
toute son étendue. 

PROPOSITION II. 

T HE O RÉ M £. 

Deux lignes droites qui se coupent sont darà 
un même plan ^ et en déterminent la position. 

fig. i8i. Soient AB, AC , deux lignes droites qui se coupent 
en A .: on peut concevoir un plan où se trouve la 
ligne droite AB ; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB, jusqu'à ce qu'il passe par le point C, 
alors la ligne AC , qui a deux de ses points A et C dans 
ce plan , y sera toute entière ; donc la position de ce 
plan est déterminée par la seule condition de renfer^ 
mer les deux droites AB, AC. 

Corollaire I. Donc un triangle ABC , ou trois points 
A, B , G, non en ligne droite, déterminent la position 
d'un plan. 

fig. 182. Corollaire II. Donc aussi deux parallèles AB, CD, 
déterminant la position d'un plan; car si on mei^e b 



A 
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sécante £F 9 le plan des deux droitei^ ÂE^ EF, sera 
celui des parallèles AB^ CD. - ' 

PROPOSITION IIL 

TH£ORÊM£. 

Si deux plans se coupent ^ leur intersection 
commune sera une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans 
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, 
les deux plans dont il s^agit^ passant chacun par ces 
trois points , ne feraient qu'un seul et même plan *j*9^ 
ce qui est contre la supposition. 

PROPOSITION IV. 

THBO&âME. 

• 

Si une ligne droite AP est perpendiculaire àfigiW. 
deua: autres PB , PC , qui se croisent à son pied 
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire à 
une droite quelconque PQ menée par son pied 
dans le même plan y et ainsi elle sera perpendi- 
culaire au plan WH . 

Par un point Q, pris à volonté sur PQ, ûtçh la 
droite BG dans l'aqgle 3PG ^ de m^MVi^e que BQ = 
QC * , joignez AB , AQ ,. AC. Vo^'^' 

Lr base BC étant divisée en deux paupfjieff égales au 
point Q, le ^triangle BPC donnfîr» *i ♦ i4, 3. 

PC + PB = aPQ V aQc! 
Le triangle BAC 4onnera pareillçment, 

AG V AB = 2 AqV aQC' 
Hetranchant la première égalité- de la seconde , et 
observant que les triangles APC^ APB, tous deux 

recungles en P, donnent AC — PG=:AP, et AB — 

PB=?=:APj on aura. 






AP + AP= aAQ— aPQ» 



l46 eÉOMKTRIE. 

Donc, en prenant les moitiés de part, et d'autre , 

on a ÂP = AQ — PQ*, ou AQ = AP + PQ ; donc k ] 
♦ i3, 3. triangle APQ est rectangle en P * ; donc AP est per- 
pendiculaire à PQ. 

Scholie, On voit par là , non-seulement quHl est pos* 
sible qu'une ligne droite soit perpendiculaire à toutei 
celles qui passent par son pied dans im plan , mais 
que cela arrive toutes les fois que cette ligne est per* 
pendiculaire à deux droites menées dans le plan ; c'est 
ce qui démontre la légitimité de la définition I. • 

Corollaire I. La perpendiculaire AP est plus courte 
qu'une oblique quelconque AQ; donc elle mesure la 
Traie distance du point A au plan PQ. 

Corollaire II. Par im point P donné sur un plan, 
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire à oi 
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaire! 
par le même point P, conduisez, suivant ces deux 
perpendiculaires , un plan dont l'intersection avec It 
plan ]V1N soit PQ; alors les deux perpendiculaires 
dont il s'agit seraient perpendiculaires à la ligne PQ, 
au même point et dans le même plan , ce qui est im- 
possible. 

n est pareillement impossible d'abaisser d'un point 
donné hors d'un plan deux perpendiculaires à ce. 
plan; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires, 
alors le triangle APQ aurait deux angles droits APQ* 
AQP, ce qui est impossible. 

PROPOSITION V. 

THÉORBME. 

Les obliques également éloignées de la per- 
pendiculaire sont égales; et ^ de deux obliques 
inégalement éloignées de la perpendiculaire^ 
celle qui s'en éloigne le plus est la plus longue. 
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Car les angles ÂPB, APC, APD étant droits, si on fig.x84^ 
suppose les distances PB , PC ^ PD , égales entre elles , 
les triangles APB, APC, APD, auront un angle égal 
compris entre côtés égaux ; donc il seront égaux ; 
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AG, AD^ 
seront égales entre elles. Pareillement, si la distance 
PE est plus grande que PD ou son égale PB , il est clair 
que Vobliqiïe AE sera plus grande que AB , ou son 
égaie AD. 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC^ 
AD , etc. , aboutissent à la circonférence BCD , dé- 
crite du pied de la perpendiculaire P comme centre; 
3oâc étant donné un point A hors d'un plan , si on 
veut trouver sur ce plan le point P où tomberait la 
perpendiculaire abaissée de A, il faut marquer sur ce 
plan trois points B , C , D , également éloignés du point 
A , et chercher ensuite le centre du cercle qui passe 
par ces points; ce centre sera le point cherché P. 

Scholie. L^angle ABP est ce qu'on appelle Yincli" 
naison de l'oblique AB sur le plan MN ; on voit que 
cette inclinaison est égale pour toutes les obliques AB, 
AC, AD, etc. , qui s'écartent également de la perpen« 
diculaire ; car tous les triangles ABP, APC, AJDP, etc. , 
sont ^aux entre eux, y 

PROPOSITION VL 

THEOREME. 

r 

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et fig. igs. 
BG une ligne située dans ce plan; si du pied P 
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi^ 
culaire sur BC, et qu'on joigne AD^je dis que 
,AD sera perpendiculaire à BC. 

Prenez DB = DC, et joignez PB, PC, AB, AC : 
jmisque DB = pC, l'obhque PB == PC; et par rap- 
port à la perpendiculaire AP, puisque PB^sJPG, 
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♦ 5. l'oblique AB = AC * ; donc la ligne AD a deux de ses 
points A et D également distants des extrémités B et 
C ; donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire, On voit en même temps que BC est pw- 
pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi- 
culaire à la fois aux deux droites AD, PD. , 

Scholie. Les deux lignes AE, BC, offrent Texemple 
de deux lignes qui ne se rencontrent point , patce que 
elles ne sont pas situées dans un même plan. La pins 
courte distance de ces lignes est la droite PD, qui est 
à la fois perpendiculaire à la ligne AP et à la ligne 
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deiix 
lignes ; car si on joint deux autres points*, conime A 
et B, on aura AB > AD , AD > PD ; donc , à. plus forte 
raison , AB > PD. 

Les deux lignes AE , CB , quoique non situées daiii 
un même plan , sont censées fatre entre elles Ufi angle 
di*oit , parce que AD et la parallèle menée par un de 
ses points à la ligne BC feraient entre elles un angle 
droit. De même la ligne AB et la ligne PD , qui repré- 
sentent deux droites quelconques non situées dans le 
même plan , sont censées faire enti^e elles le même 
angle que femit avec AB la parallèle à PD meuée par 
un des points de AB. 

PROPOSITION VIL 

THEOREME, 

iig. 186. Si la ligne AP est perpendiculaire au plan 
MN, toute ligne THE parallèle à AP sera perpen- 
. diculaire au même plan. 

Suivant les parallèles AP, DE, conduisez un plan 
dont l'intersection avec le plan MN sera PD ; dans le 
plan MN menez BC perpendiculaire à PD , et joi- 
gnez AD. 
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Suivant le corollaire du théorème précédent, BG 
«st perpendiculaire au plan APDE ; donc Tangle BDE 
est droit : mais Tangle EDP est droit aussi, puisque 
AP est perpendiculaire à PD, et que DE est parallèle 
à AP ; donc la ligne DE est perpendiculaire ^ux deux 
droites DP, DB; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan MN. 

* Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, 
DE sont perpendiculaires au même plan AtN , elles 
seront parallèles ; car si elles ne l'étaient pas , condui* 
sez par le point D une parallèle à AP, cette parallèle 
sera perpendiculaire au plan MN; donc on pourrait, 
par un même point D, élever deux perpendiculaires 
à un même plan , ce qui est impossible \ * 4. 

Corollaire II. Deux lignes A et B , parallèles à luie 
troisième C , sont parallèles entre elles ; car imaginez 
un plan perpendiculaire à la ligne G, les lignes A et B^ 
parallèles à cette perpendiculaire, seront perpendicu- 
laires au même plan ; donc , par le corollaire précé- 
dent, elles seront parallèles entre elles. 

Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans 
le même plan , sans quoi la proposition serait déjà 
connue *. j *%e, i.^ 

PROPOSITION VIIL / 

THEOREME. 

Si la ligne AB est parallèle à une droite CD % »*: 
menée dans le plan MN , elle sera parallèle à ce 
plan. 

Car si la ligne AB, qui est dans le plan ABCD, ren- 
contrait le plan MN, ce ne pourrait être qu'en queïque 
point de la ligne CD, intersection commune des deux 
plans : or, AB ne^peut rencontrer CD , puisqu'elle lui 
ist parallèle; donc elle ne rencontrera pas non plus 
le pliin MN ; doQc ell^ 9^ parallèle à ce plan *, * àé{. a, 
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PROPOSITION IX, 



THSORSKE. 



fig. 188. Deux plans MN, PQ , perpendiculaires à une 
même droite AB, sont parallèles entre eux. 

Car s'ils se rencontraient quelque part , soit O vst 
de leurs points communs , et joignez OA , OB \ la ligne 
AB , perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire 
à la droite OA menëe par son pied dans ce plan; par 
la même raison AB est perpendiculaire à BO ; doBe 
OA et OB seraient deux perpendiculaires abaissées du 
même point O sur la même ligne droite, ce qui est 
impossible ; donc les plans MN, PQ, ne peuvent se 
rencontrer j donc ils sont parallèles. 

PROPOSITION X. 



K 



THEOREME. 



flg.iSg. Les intersections Y^ y GH, de deux plans par 
ralleles MN, PQ, par un troisième plan FG> 
sont parallèles. 

Car si les lignes EF , 6H , situées dans un même 
plan , ne sont pas parallèles , prolongées elles se ren* 
contreront ; donc les plans MN , PQ , dans lesquels 
elles sont , se rencontreraient aussi ; donc ils nfi se»> 
raient pas parallèles. 

PROPOSITION XI. 



K 



THEOREME. 



fig. 188. La ligne AB, perpendiculaire au plan MN». 
est perpendiculaire au plan PQ parallèle à MN» 
Ayant tiré à volonté la ligne BC dans le plan PQ^.. 
suivant AB et BC , conduiâez un plan ABC dm^ 
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Tîntersection avec le plan MN soit AD , l'intersection 
AD sera pamllele à BC* : mais la ligne AB perpendi- * lo. 
culaire au plan MN est perpendiculaire à la droite 
AD 5 donc eJle sera aussi perpendiculaire à sa parai* 
lele BC; et puisque la ligne AB est perpendiculaire à 
toute ligne BC menée par son pied dans le plan P(^^ 
il sVnsuit qu'elle est perpendiculaire au plan PQ. 

PROPOSITION XII. 

THEOREME. 

Les parallèles EG, FH, comprises entre deuç(i H- ï^q- 
plans parallèles MN , PQ , sont égales. 

Par les parallèles EG, FH, faites passer le plan 
EGHF, qui rencontrera les plans parallèles suivant 
EF et GH. Les intersections EF, GH, sont parallèles 
entre elles, ainsi que EG, FH ; donc la figure EGHF 
est un parallélogramme^ donc EG=FH. 

Corollaire. Il suit de là que deux plans parallèles 
^ont par^tout à égale distance; car si EG et FH sont 
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles serpnt 
parallèles entre elles * ; donc elles sont égales. * 7* , 

PROPOSITION XHI. 



A 



THEOREME. 



Si deux angles CAE , DBF, non situés tîans le %. 190. 
même plan, ont leurs côtés parallèles et dirigés 
dans le même sens , ces angles seront égaux et 
leurs plans seront parallèles. 

Prenez AC=BD, AE = BF, et joignez CE, DF, 
AB, CD, EF. Puisque AC est égale et parallèle à BD, 
la figure ABDC est un parallélogramme*; donc CD*3i,i. 
est ^ale et parallèle à AB. Par unt raison semblal>U 

Sept. Ed. i« 
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£F est égale et parallèle à AB; donc aussi CD est 
égale et parallèle à £F; la figure CEFD est donc 
un parallélogramme , et ainsi le côté CE est égal 
«t parallèle à DF; donc les triangles CAE, DBF, 
sont équilatéraux entre eux; donc Fangle CAE = 
DBF. 

En second lieu je dis que le plan ACE est parallèle 
au plan BDF ; car, supposons que le plan parallèle à 
BDF, mené par le point A, rencontre les lignes CD, 
EF, en d'autres points que C et E, par exemple en 
6 et H; alors, suivant la proposition xii, les trois 
lignes AB, GD, FH, seront égales : mais les trois AB, 
CD, E!F, le sont déjà; donc on aurait CD=GD, e» 
FH = EF, ce qui est absurde ; donc le plan AGE est 
parallèle à BDF. 

Corollaire, Si deux plans parallèles MN, PQ, spnt 
rencontrés par deux autres plans CABD, EABE, lefc 
angles CAE, DBF, formés par les intersecticms des 
plans parallèles, seront égaux; car l'intersectioii A6 
*ïo. est parallèle à BD*, AE l'est à BF, donc Fangle 
CAE = DBF. 

PROPOSITION XIV. 

THEOREME* 

%. ifto. Si trois droites AB, CD, EF, non situées dans 
le même plan ^ sont égales et parallèles, les tri^ 
angles ACE, BDF, formés de part et d'autre 
enjoignant les extrémités de ces droites , seront 
égaux et leurs plans parallèles. 

Car, puisque AB est égale et parallèle à CD, la 
figure ABDC est un parallélogramme; donc le côté 
AC est égal et parallèle à BD. Par une raison sera-^ 
blable les côtés AE, BF sont égaux k parallèles, 
ainsi que CE, DF; donc les deux triangles CAEj 
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IDF) sont ^aux : on prouvera d^ailleurs, comme 
lans la proposition précédente, que leurs plans sont 
parallèles. 

PROPOSITION XV. 

THBORBMB, 

Deux droites comprises entre des plans pà^ 
ralleleSj sont coupées en parties proportionnelles. 

^Supposons que la ligne AB^ rencontre les plans pa- fig. 191^ 
)nlleles MN, PQ, RS, en A, E, B, et que la lignp 
CD rencontre les mêmes plans en C, F, D; je dis 
qu'on aura AE; EB : : CF : FD.| 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G , et joi- 
gnez AC, ËG, GF^ BD; les intersections EG, BD, 
dès plans parallèles PQ, RS, par le plan ABD, sont 
parallèles * j donc AE : EB : : AG : GD ; pareillement les * 10. * 
intersections AG , GF, étant parallèles , on a AG : GD : : 
CiÇ:FD; donc, à cause du rapport commun, AG: ^ 
GD, on aura AE:EB :: GF:FD. 

PROPOSITION XVI. 

THl&ORâME. 

Soii ABCD un quadrilatère quelconque situé ou non situé fig. j^a. 
dans un même plan; si on coupe les côtés opposés proport 
tkmneUement pçLr deux droites £F, GH , de sorte qu'on ait 
iR:EB::DT:¥C,etBG:GC::ÂB.:BD;jedisqaelesdn>itef 
EF, GH, se couperont en un point M, de manière qu'on 
«iimHM:MG::AE:E3, ^^EM:MF::AH:EgD. 

Conduisez suivant AD un plan quelconque A^fikD quîne 
passe pas suivant GH; par les points E, B, C^ F, meiiez à 
OH les parallèles Ee, Bô, Ce, F/, qui rencontrcmt 6fe pian 
en e, b, Cyf, A cause des parallèles B^, GH, Ce*, on aura * 15^ 3. 
ffl:Hc :: BG:GC :: AHrHDj donc* les triangles AH^, ^HDî ♦^o* j' 
$ont semblables. On aura ensuite A(?:e^:; AJ&rBB'^ tvHfi 

lO. 
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fc : : DF : FC ; donc k.e\eh\ : Vflfc , ou , componendo , k€\ 
I)/';: A6:Dc; mais, à cause des triangles semblables àSb, 
cHD, on a A6:Dc:: AH.Hb; donc Ae:D/:: AH:HD : d'ail- 
leurs les triangles AH6^ cHD, ëtant semblables, l'angle HAe 
*ao,3. ^HD/*; donc les triangles AILe, DH/*, sont semblables % 
donc l'angle AHe = DH/! Il s'ensuit d'abord que ellf est une 
ligne droite, et qu'ainsi les trois parallèles £e^ GH, Vf, 
sont situées dans un même plan , lequel contiendra les deux 
. -droitas £t, 6H; donc celles-ci doivent se couper en un 
point WL» Ei^suite, à cause des parallèles Ee, MH, ¥/, tm 
aura £M:MF::eH: H/:: AIIiHD. Par une construction 
semblable, rapportée au côté AB, on démontrerait que 

HM:MG::AE:EB. 

PROPOSITION XVII. 

TàioRâME. 

*«• Ï93» L^ angle compris entre les deux plans MAK, 
MAP, peut être mesuré , conformément à la de- 
finitiony \par V angle NAP que font entre elles 
les deux perpendiculaires AN, AP, menées dàm 
chacun de ces plans à V intersection commune 
AM. 

Pour démontrer la légitimité de cette mesure^ il 
faut prouver, i^ qu'elle est constante, ou qu'elle serait 
la même en quelque point de l'intersection coinmim0 
qu'on menât les deux perpendiculaires. 

En effet, si on prend un autre point M, et qu'on 
mené MC dans le plan MN , et MB dans le plan MP, 
perpendiculaires à l'intersection commune ÀM ; puis- 
que MB et AP sont perpendiculaires à une même ligne 
AM, elles seront parallèles entre elles. Par la même 
raison MC est parallèle à AN; donc l'angle BMC=: 
* ï3. PAN*; donc il est indifférent de mener les perpendi- 
culaires ft^ point M ou au point A; l'angle compris 
sera toujours le ménfie. 
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. S* Il faut prouvei: que si Tangle des deux plans 
augmente ou diminue dans un certain rapport, 
Tangle PAN augmentera ou diminuera dans le même 
4^pport. 

Dans Ip plan PAN décrivez du centre A et d*un 
rayon à volonté l'ai'c.NDP, du centre M et d'un rayon 
égal décrive;^ Tare C£B, tirez AD à volonté; les deux 
plans PAN, BMC, étant perpendiculaires à une même 
dl^ite MA, seront parallèles^; donc les intersections * 9* 
AD, ME, de ces deux plans par un troisième AMD, 
seront parallèles ; donc l'angle BME sera égal à PAD*. * *^- 

Appelons pour un moment com l'angle fbrmé par 
deux plans HP, MN; cela posé, si l'angle DAP, était 
égal à DAN, il est clair que le coin DAMP serait 
égal au coin DAMN; car la base PAD se placerait 
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM se- 
rait toujours la même; donc les deux coins coïnci- 
deraient l'un avec l'autre. On voit de même que si 
l'angle DAP était contenu un certain nombre de fois 
juste dans l'angle PAN, le coin DAMP serait contenu 
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs du rap- 
port en nombres entiers à un rapport quelconque la 
conclusion est légitime , et a été démontrée dans une 
circonstance tout-à-fait semblable^; donc, quel que *i7*»- 
soit le rapport de l'angle DAP à l'angle PAN, le coin 
DAMP sera dans ce même rapptwt avec le coin PAMN; 
donc l'angle NAP peut être pris pour la mesure du 
coin PAMN, ou de l'angle que font entre eux les deux 
plans MAP, MAN. 

Scholie. Lorsque deux plans se traversent mutuel- 
lement, les angles opposés au sommet sont égau^, et 
les angles adjacents valent ensemble deux angles 
droits ; donc si un plan est perpendiculaire à un 
autre , celui-ci est perpendiculaire au premier. Pareil- 
lement dans la rencontre des plans parallèles par uji 
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troisième plan, il existe les mêmes égalités d'anglef tt 
les mêmes propriétés que dans la renconti^e de dent 
lignes parallèles par une troisième ligne. 

PROPOSITION XVIII. 
theorâmb. 

ê 

.fig. 194. La ligne AP étant perpendiculaire au^^Um 
MN, tout plan APB, conduit suivant AP,'sera 
perpendiculaire au plan MN. 

Soit BG rintersection des plans AB , MN ; si dans 
le plan MN on mené DE perpendiculaire à BP^ la ligne 
AP, étant perpendiculaire au plan MN, sera perpen- 
diculaire à chacune des deux droites BC, DE : mai^ 
l'angle APD, formé parles deiuc perpendiculaires PA, 
PD, à l'intersection commune BP, mesure l'angle des 
deux plans AB , MN ; donc , puisque cet angle est droit , 
♦déf. 5. les deux plans sont perpendiculaires entre eux*. 

Scholie, Lorsque trois droites , telles que AP, BP^ 
DP, sont perpendiculaires entre elles, chacune de ces 
droites est perpendiculaire au plan des deux autres, 
et les trois plans sont perpendiculairfes entre eux. 

PROPOSITION.XIX. 



A 



THEOREME. 



fig. 194 . Si le plan AB est perpendiculaire au plan MK, 
et que dans le plan AB on mené la ligne 1?^ per- 
pendiculaire à rintersection commune VB^jedis 
que PA sera perpendiculaire au plan MN. 

Car si dans le plan MN on mené PD perpendicu- 
laire à PB, l'angle APD sera droit, puisque les plans 
sont perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP 
est perpendiculaire aux deux droites PB, PD; donc 
elle est perpendiculaire à leur plan MN. 
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' Gorollaire. Si le plan AB est perpendiculaire au 
plan MN, et que par un point P de Fintersection 
commune on éleye une perpendiculaire au plan MN, 
je db que cette perpendiculaire sera dans le plan AB ; 
car 9 si elle n^y était pas, on pourrait mener dans le 
plan AB une perpendiculaire AP à Tintersection com« 
mime BP, laquelle serait en même temps perpendi* 
culaîre au plan MN; donc au même point P il y 
aurait deux perpendiculaires au plan MN ; ce qui est 
impossible \ ■ * ^' 

PROPOSITION XX. 



A 



THEOREME. 



. Si deux plans AB, AD, sont perpendiculaires &^. i§4. 
à un troisième MN , leur intersection commune 
ÀP sera perpendiculaire à ce troisième plan. 

Car si par le point P on élevé une perpendiculaire . 
au plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver à 
la fois dans le pla^i AB et dans le plan AD*; donc eltq *c6r.i^. 
est leur intersection commune AP. 

PROPOSITION XXI. 



K 



THEOREME. 



Si un angle solide est formé pap trois angles ù^^. i^iT. 
plans, la somme de deux quelconques de ces 
angles sera plus grande que le troisième. 

Il n'y a lieu à démontrer là proposition que lorsque 
l'angle plan qu'on compare à la somme des deux au* 
très est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc 
l'angle solide S formé par trois angles plans ASB, 
ASC, BSC, et supposons que l'angle ASB soit le plu* 
grand des trois; je dis qu'on aura ASB < ASC + BSC. 

JDans le plan ASB faites l'angle BSU=?BSG^ tircfl» 
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à volonté la droite ADB; et, ayant pris SC±=;SD, 
joignez AC, BC. 

les deux côtes BS, SD, sont égaux aux deux BS, 
se, l-angle BSD=BSC ; donc les. deux triangles BSD, 
BSC, sont égaux; donc BD=BC. Mais on a AB<, 
AC + BC; retraiicliant d'un côté BD, et de FaiiCre 
son égale BG, il restera AD < AG. Les deux côtés AS^' 
SD, sont égaux aux deux AS, SG, le troisième AD 
* 10, 1. est plus petit que le troisième AG ; donc* l'angle ASD 
< ASG. Ajoutant BSD = BSG , on aura ASD + BSD, 
ouASB<ASG.4-BSC. 

PROPOSITION XXII. 

THEOREME. 

La somme des angles plans qui formetit un 
angle solide est toujours moindre que quatre 
angles droits. 

fig. 196. Coupez l'angle solide S par un plan quelconque 
ABGDE ; d'un point O pris dans ce plan menez i 
tous les angles les lignes OA, OB, OC, OD, OE. 

La somme des atigles des triangles A SB, BSC, etc. 
formés autour du sommet S, équivaut à la somme 
des angles d^un pareil nombre de triangles AOB, 
BOC , etc. , formés autour du sommet O. Mais au 
point B les angles ABO, OBC, pris ensemble, font 
l'angle ABC plus petit que la somme des angles ABS, 
* 21. SBC*; de même au point G on a BCO-hOCD< 
BCS + SCD ; et ainsi à tous les angles du polygone 
ABGDE. Il suit de là que dans les triangles dont le 
sommet est en O, la somme des angles à là base est 
plus petite que la somme des angles à la base dans 
les triangles dont le sommet est en S; donc, par com* 
pensation , la somme des angles formés autour da 
point O est plus grande que la somme des angles au- 
tour du point S. Mais la somme des angles autour 



du point O est égale à quatre angles droite* ; donc la * 5, i. 
somme des angles plans qui forment Tangle solide S 
est moindre que quatre angles droits. 

Scholie. Cette démonstration suppose que Tanglc 
solide est convexe , ou que le plan d'une face prolon- 
gée ne peut jamais couper Fangle solide ; sMl en était 
autrement la somme des angles plans n'aurait plus de 
bornes et pourrait être d'une grandeur quelconque. 

PROPOSITION XXIII. 

THEOREME. 

Si deux angles solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun^ les plans 
dans lesquels sont les angles égaux seront égale- 
ment inclinés entre eux. 

Soit Tangle ASC =DTF, l'angle ASB=DTE, et fig. ,97. 
l'angle BSC=ETF; je dis que les deux plans ASC, 
ASB , auront entre eux une inclinaison égale à celle 
des plans DTF, DTE. 

Ayant pris SB à volonté, menez BO perpendicu- 
laire au plan ASC; du point O, où cette perpendicu- 
laire rencontre^ le plan , menez OA , OC , perpendicu- 
laires sur SA, SC; joignez AB, BC; prenez ensuite 
TE = SB ; menez EP perpendiculaire sur le plan 
DTF; du point P menez PD, PF, perpendiculaires 
sur TD, TF; enfin joignez DE, EF. 

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle 
TDE en D*, et puisque l'angle ASB =^ DTE, on a* 6. 
aussi SBA = TED. D'ailleurs SB=TE : donc le 
triangle SAB est égal au triangle TDE ; donc SA = 
TD , et AB = DE. On démontrera semblablement 
que SC=TF, et BC = EF. Cela posé, le quadri- 
latere SAOC est égal au quadrilatère TDPï*; car 
posant l'angle ASC su^ son égal DTF, à cause de 
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SA=TD et SC=:TF, le point A tdiïAera en D el Ir 
point C en F. En même temps , AO perpendiculaire 
à SA^ tombera sur DP perpendiculaire à TD, et pop 
rèillement OG sur PF ; donc le point O tombera sur 
le point P, et on aura AO = DP. Mais les trianglei 
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, rhypotémuc 
AB = DE, et le côté AO=:DP; donc ces trian^ei 
♦ 1 8, 1 . soçt égaux * ; donc l'angle O AB = PDE. L'angle OAB 
est Finclinaisoh des deux plans ASB, ASC; Fangk 
PDE est cçlle des deux plans DTE , DTF ; donc cet 
deux inclinaisons sont égales entre elles. 

Il faut observer cependant que l'angle A du trian- 
gle rectangle OAB n'est proprement l'inclinaison des 
deux plans ASB, ASC, que lorsque la perpendi- 
culaire BO tombe, par rapport à SA, du même 
côté que SG; si elle tombait de Tautre côté, alon 
Tangle des deux plans serait obtus , et , joint à- l'an?- 
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits* 
Mais dans le même cas l'angle des deux plans TDEi, 
TDF, serait pareillement obtus, et, joint à l'angle 
D du triangle DPE, il ferait deux angles droits; 
donc, comme l'angle A serait toujours égal à D, on 
conclurait de même que l'inclinaison des deux plans 
ASB , ASC , est égale à celle des deux plans TDE^i 
TDF. 

Sckolie. Si deux angles solides sont composés de 
trois angles plans égaux chacun à chacun , et qu'en 
même temps les angles égaux ou homologues soient 
disposés de la même manière dans les deux angles 
solides , alors ces angles seront égaux , et posés rui ' 
sur l'autre ils coïncideront. En effet on a déjà vu 
que le quadrilatère SAOC peut être placé sur son 
égal TDPF; ainsi en plaçant SA sur TD, SG tombé 
sur TF et le point O sur le point P. Mais, à cato 
de l'égalité des triangles AOB , DPE, la perpendiw 
iaîre' OB au plan ASC est é^ale à la perpendiculaîrt 
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PE au plan TDF ; de plus ces perpendiculaires sent 
dirigées dans le même sens ; donc le point B tombera 
sur le point E , la ligne SB sur TE , et les deux angles 
solides coïncideront entièrement l'un avec l'autre. 

Cette coïncidence cependant n'a lieu qu'en sup- 
posant que les angles plans égaux sont disposés de la 
même manière dans les deux angles solides ; car si 
les angles plans égaux étaient disposés dans un ordre 
ini/erse, ou, ce qui revient au même, si les perpen- 
diculaires OB , PE , au lieu d'être dirigées dans le 
même sens par rdppprt aux plans ASC, DTF, étaient 
dirigées en sens contraires , alors il serait impossible 
de faire coïncider les deux angles solides l'un avec 
l'autre. Il n'en serait cependant pas moins vrai , con- 
formément au théorème, que les plans dans lesquels 
sont les angles égaux seraient également inclinés 
entre eux,* de sorte que les deux angles solides se- 
raient égaux dans toutes leurs parties constituantes , 
sans néanmoins pouvoir être superposés. Cette sorte 
d'égalité , qui n'est pas absolue ou de superposition , 
mérite d'être distinguée par une dénomination par- 
ticulière : nous l'appellerons égalité par symmétrie. 
Ainsi les deux angles solides dont il s'agit, qui sont 
formés par trois angles plans égaux chacun à chacun , 
mais disposés dans un ordre inverse, s'appelleront 
angles égaux par syrnmélrie^ ou simplement angles 
^pnméariques. 

La même remarque s'applique aux angles solides 
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle 
solide formé par les angles plans A, B, C, D, E, et 
\ui autre angle solide formé par les mêmes angles 
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent être 
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux 
soient également inclinés entre eux. Ces deux angles 
Solides, qui seraient égaux sans que la superposition 
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fût possible, s^appelleront angles égaux par symmé* 
irie, ou angles symmétriques. 

Dans les figures planes il n^y a point proprement 
d'égalité par symmétrie, et toutes celles qu'on tou« 
drait appeler ainsi seraient des égalités absolues ou de 
superposition : la raison en est qu'on peut renverser 
une figure plane , et prendre indifféremment le dessus 
pour le dessous. Il en est autrement dans les solides 
où la troisième dimension peut être prise dans deux 
sens différents. 

PROPOSITION XXIV. 

PROBLEME. 

Étant donnés les trois angles plans quijbnnent 
un angle solide ^.trouver, par une construction 
plane V angle que deux de ces plans font entre 
eux. 

"•g- 198» Soit S l'angle solide proposé , dans lequel on con* 
naît les trois angles plans ASB ,• ASC , BSC ; on de- 
mande l'angle que font entre eux deux de ces plans, 
par exemple, les plans ASB, ASC. 

Imaginons qu'on ait fait la même construction que 
dans le théorème précédent , l'angle OAB serait l'angle 
requis. Il s'agit donc de trouver le même angle par 
une construction plane ou tracée sur un plan. 

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA, ASC, 
B"SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la 
figure solide; prenez B'S et B"S égaux chacun à BS 
de la figure solide; des points B' et B" abaissez B'A 
et B"C perpendiculaires sur SA et SC, lesquelles se 
rencontrent en un point O. Du point A comme centre 
et du rayon AB' décrivez la demi - circonférence 
B'&E; au point O élevez sur B'Ë la perpendiculaire 
Ob^ qui rencontre la circonférence en ùj joignez Ab, 
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et Tangle EAi sera Finclinaison cherchée des deux 
plans ASC , ASB dans l'angle solide. 

Tout se réduit à faire voir que le triangle AOb de 
la figure plane est égal au triangle AOfi de la figure 
solide. Or les deux triangles B'SA, BSA, sont rectan- 
gles en A , les angles en S sont égaux ; donc les angles 
en B et B' sont pareillement égaux. Mais l'hypoté- 
nuse SB' est égale à l'hypoténuse SB ; donc ces trian- 
gles sont égaux ; donc SA de la figure plane est égale 
à SA de la figure solide, et aussi AB', ou son égale 
Ab dans la figure plane est égale à AB dans la figure 
solide. On démontrera de même que SC est égal de 
part et d'autre ; d'où il suit que le quadrilatère SAOC 
est égal dans l'une et dans l'autre figure , et qu'ainsi 
AO de la figure plane est égal à AO de la figure 
solide ; donc dans l'une et dans l'autre les triangles 
rectangles AOfr, AOB , ont l'hypoténuse égale et un 
côté égal; donc ils sont égaux, et l'angle EA^, trouvé 
par la construction plane , est égal à l'inclinaison des 
deux plans SAB , SAC dans l'angle solide. 

Lorsque le point O tombe entre A et B' dans la 
figure plane, l'angle EA& devient obtus, et mesure 
toujours la vraie inclinaison des plans : c'est pour 
cela que l'on a désigné par EAZ>, et non par ÔAb, 
l'inclinaison demandée , afin que la même solution 
convienne à tous les cas sans exception. 

Scholie. On peut demander si, en prenant trois 
angles plans à volonté , on pourra former avec ces trois 
angles plans un angle solide. 

P'abord il faut que la somme des trois angles don- 
nés soit plus petite que quatre angles droits , sans quoi 
l'angle solide ne peut être formé ; il faut de plus 
qu'après avoir pris deux des angles à volonté B'SA, 
ASC , le troisième CSB'' soit tel que la perpendicu- 
laire B"C au côté SG rencontare le, diamètre fi'E entre 
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solides triples dont on vient de parler; donc, puiscjue 
ces angles partiels sont connus et détermines^ Tangle 
total sera pareillement connu et déterminé. 

L'angle des deux plans ASD , DSC , se trouTerait 
immédiatement par le moyen du second angle solide 
partiel. Quant à Tangle des deux plans BSC, CSD, il 
faudrait dans un angle solide partiel chercher Tanglè 
compris entre les deux plans ÂSC, DSC, et dans 
Fautre l'angle compris entre les deux plans ASC, 
fisc ; la somme de ces deux angles serait Tangle com- 
pris entre les plans BSC, DSC. 

On trouvera de la même manière que, pour dé^ 
terminer un angle solide quintuple , il faut connattve, 
outre les cinq angles plans qui le composent, deux 
des inclinaisons mutuelles de leurs plans ; il en ivn-* 
drait trois dans Tangle solide sextuple, et ainsi de 
suite. 
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LIVRE VI. 



LES POLYÈDRES, 

DEFINITIONS, 

I.On appelle solide polyèdre, ou simplement po* 
fy-èdre^ tout solide terminé par des plans ou des faces 
planes. (Ces plans sont nécessairement terminés eux- 
mêmes par des lignes droites.) On appelle en parti- 
culier tétraèdre le solide qui a quatre faces ; hexaèdre 
celui qui en a six; octaèdre celui qui en a huit; do» 
décaèdre celui qui en a douze 5 icosaèdre celui qui 
en a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres ; car 
il faut au moins trois plans pour former un angle so- 
lide, et ces trois plans laissent un vide qui, pour être 
fermé, exige au moins un quatrième plan. 

II. L'intersection commune de deux faces adja- 
centes d'un polyèdre s'appelle côté ou arête du po- 
lyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes 
les faces sont des polygones réguliers égaux , et dont 
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po- 
lyèdres sont au nombre de cinq, f^ojrez ^ appendice ■ 
aujc lii^res VI et VIL 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs 
plans parallélogrammes, terminés de part et d'autre 
par deux plans polygones égaux et parallèles. 

Pour construire ce solide , soit ABCDE un poly- fig. 200. 
gone quelconque ; si dans un plan parallèle à ABC , 
on mené les lignes FG, GH, HI, etc., égales et pa- 
rallèles aux côtés AB , BC , CD , etc. , ce qui former* 

Sept. EiL II 



X6a GEOMETRIE. 

le polygone FGHIK. égal à ABCDE; si ensuite on 
joint d'un plan à l'autre les sommets des angles ho- 
mologues par les droites AF, BG, Cil, etc. , les faces 
ABGF, BCHG, etc., seront des parallélogrammes, et 
le solide ainsi formé ABCDEFGHIK, sera un prisme. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE, 
FGHIK, s'appellent les bases du prisme ; les autres 
plans parallélogrammes pris ensemble constituent la 
surface latérale ou coni^exe du prisme. Les droites 
égales AF , BG , CH , etc. , ^'appellent les côtés du 
prisme. 

VL La hauteur d^ un prisme est la distance de ses 
deux bases , ou la perpendiculaire abaissée d'un point 
de la base supérieure sur le plan de la base infé- 
rieure. 

VII. Un prisme est droit lorsque les côtés AT, 
BG , etc. , sont perpendiculaires aux plans des bases : 
alors chacun d'eux est égal à la hauteur du prisme. 
Dans tout autre cas le prisme est oblique , et la hau-^ 
teur est plus petite que le côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire^ quadrangU" 
laire ^ pentagonal , hexagonal , etc. , selon que la base 
est un triangle, un quadrilatère, un pentagone, un 
hexagone, etc. 

fig. 206. IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme 
a toutes ses faces parallélogrammiques ; il s'appelle 
parallélépipède. 

Le parallélépipède est rectangle lorsque toutes w^ 
faces sont des rectangles. 

X. Parmi les parallélépipèdes rectangles on distin- \\ 
gue le cube ou hexaèdre rt^gulier compris sous six p 
quarrés égaux. jc:*. 

fig. 196. XI. La pyramide est le solide formé lorsqiïfe plu- r-M 
sieurs plans triangulaires partent d'un même point S, ^- 
et sont terminés aux différents côtés d'un même plan :£ 
polygonal ABCDE» .oa 
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Le polygone ABCDE s'appelle la base de la pyra- 
nide, le point S en est le sommet, et l'ensemble des 
rriangles ASB , BSC , etc. , forme la surface convexe 
ou latérale de la pyramide. 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendicu- 
laire abaissée du sommet sur le plan de la base, pro- 
longé s'il est nécessaire. 

XIII- La pyramide c&l triangulaire , quadrangU'- 
laire , etc. , selon que la base est un triangle, un. qua- 
drilatère, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière lorsque la base 
est un polygone régulier , et qu'en même temps la 
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la 
base passe par le centre de cette base : cette ligne 
s'appelle alors Vaxe de la pyramide. 

XV. Diagonale d'un polyèdre est la droite qui joint 
les sommets de- deux angles solides non adjacents. 

XVI. J'appellerai polyèdre^ symmétriques deux 
polyèdres qui, ayant une base commune, sont con- 
struits semblablement, l'un au-dessus du plan de cette 
base, l'autre au-dessous, avec cette condition que les 
sommets des angles solides homologues soient situés 
à égales distances du plan de la base , sur une même 
droite perpendiculaire à ce plan. 

Par exemple,» si la droite ST est perpendiculaire fig- ^02, 
L aa plan ABC , et qu'au point O où elle rencontre ce 
\ plan elle soit diyisée en deux parties égales , les deux 
I pyramides SABC , TABC , qui ont la base commune 
F ABC, seront deux polyèdres symmétriques. 

XVIL Deux pyramides triangulaires sontsembla- 
f^les , lorsqu'elles ont deux faces semblables chacune 
là chacune, semblablement placées et également in- 
l-clinées entre elles. 

Ainsi, en supposant les angles ABC = DEF, BAC Cg ^"^ 
t:=EDF, ABS=:DET, BAS=^EDT, si en outre l'in- 
clinaison des plans ABS, ABC, est égale à celle de 
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leurs homologues DTE, DEF, les pyramides SAÈCf 
TDEF, seront semblables. 

XVIII. Ayant formé un triangle avec les sommets 
de trois angles pris sur utie même face ou base d'un 
polyèdre, on peut imaginer que les sommets des dif^ 
fërents angles solides du polyèdre, situés hors du 
plan de cette base , soient ceux d'autant de pyramides 
triangulaires qui ont pour base commune le triangle 
désigné , et chacune de ces pyramides déterminera là 
position de chaque angle solide du polyèdre par rap 
port à la base. Cela posé : y 

Deux poljnèdj^es sont sembltibles lorsqu^ayant des 
bases semblables , les sommets des angles solides ho-> 
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des 
pyramides triangulaires semblables chacune à cha* 
cuhe. 

XIX. J'appellerai sommets d'un polyèdre les poinâ 
tsituéà^ux sommets de ses différents angles solides. 

N. B. Toas les polyèdres que uoas considérons sont des poljèdm 
à angles saillants on polyèdres convexes. Nous appelons ainsi cens 
dont la sarface ne peat être rencontrée par une ligne droite en plif 
de deux points. Dans ces sot*tes de polyèdres le plan prolongé dVn^ 
face ne peut couper le solide ; il est donc impossible que \t pol?'^ 
dre soit en partie au-dessus du plan d*une face , en partie aa-dtsiou; 
ii est tout cutier d'un même côté de ce plan. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THEOREME. 

Deux polyèdres ne peuvent avoir les méfna 
sommets et en même nombre sans coïncider l'un 
avec l'autre. 

Car supposons l'un des polyèdres dçja construit; 
si on veut en construire un autre qui ait les mêi 
sommets et en même nombre, il faudra que les p: 
de celui-ci ne passent pas tous par les mêmes 
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fue dans le premier, sans quoi ils ne différeraient 
pas l'un de Tautre : mais alors^il est clair que quel- 
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier 
polyèdre; il y aurait des sommets au-dessus de ces 
plans et des sommets au-dessous , ce qui ne peut con* 
venir à un polyèdre convexe : donc , si deux polyèdres 
ont les mêmes sommets et en même nombre^ ils doi** 
vent nécessairement coïncider Tun avec Fautre^ 

Scholie^ Etant donnés de position les points A^B, 
C^ K, etc., qui doivent servir de sommets à un polyè- 
4re , il est facile de décrire le polyèdre. 

Choisissez d^abord trois points voisins D^.E,. H, %v2o4. 
teb que le plan D£H passe, s'il y a lieu, par denou**- 
veaux points K, C, mais laisse tous les autres d'uQ 
même côté,, tous au-dessus du plan ou tous au- 
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé, 
(era une face du solide. Suivant un de ses côtés EH , 
conduisez un plan que vous ferez tourner jusqu'à ce 
qu'il rencontre un nouveau sommet F, ou plusieurs 
4 la fois F, I ; vous aurez^ une seconde face qui sera 
FëH ou FEHI. Continuez ainsi en disant passer des 
; plans par les côtés trouvé^ j]iisqu'à ce que le solide 
soit terminé de toutes parts :.ce solide sera le polyèdre 
demandé , car il n'y en a pas deux qui puisseht avoir 
les mêmes sonunets. 

PROPOSITION II. 

TQÉOREMS. 

Dans deux polyèdres symmétriques les faces 
homologues sont égales chacune à chacune^ et 
f inclinaison de deux faces adjacentes^ dans un 
cfe ces solides y est égale à V inclinaison des faces 
ilomplogues dans Vautre. 

Soit A3CI7E,labase commune aux deux polyèdres:; fig. 2o5. 
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soient M et N les sommets de deux angles solides 
quelconques de l'un des polyèdres , M ' et N ' les som- 
mets homologues de l'autre polyèdre; il faudra, sui- 
vant la définition, que les droites MM', NN', soient 
perpendiculaires au plan ABC et soient divisées en 
deux parties égales aux points m et n où elles ren- 
contrent ce plan. Cela posé , je dis que la distance MN 
est égale à M 'N'. 

Car, si on fait tourner le trapèze mM'N'/i autour 
de 7nn jusqu'à ce que son plan s'applique sur le plan 
7?/MN/^; à cause des angles droits en 7n et en n,\e 
côté TwM' tombera sur son égal mM^ et /?N' surnN; 
donc les deux trapèzes coïncideront , et on aura 
MN=rM'N'. 

Soit P un troisième sommet du polyèdre supérieur, 
et P' son homologue dans l'autre, on aura de même 
TVIP = MT'et NP=N'P'; donc le trianglemiP, 
qui joint trois sommets quelconques du polyèdre sur 
périeur^ est égal au triangle M ' N ' P ' qui joint les trois 
sommets homologues de Vautre polyèdre. . 

Si parmi ces triangles on considère seulement ceux l 
qui sont formes à la surface des polyèdres , on peut J 
déjà conclure que les surfaces des deux polyèdres 
sont composées d'un même nombre de triangles égaux 
chacun à chacun. 

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un 
même plan sur une surface et forment une même face 
polygone , les triangles homologues seront dans un 
même plan sur l'autre surface et formeront une face 
polygone égale. 

En effet soient MPN, NPQ, deux triangles adjar 
cents qu'on suppose dans un morac plan, et soient 
M'P'N', N'P'Q', leurs homologues. On a l'angle 
MNP=M'NT', l'angle PNQ=P'N'Q'; et si on 
joignait MQ et M'Q\ le triangle MNQ serait égala 
M'N'QS ainsi on aurait l'angle MNQ=z]\ï"N'Q'. 
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Mais puisque MPNQ est un seul plan , on a l'angle 
MNQ = MNP + PNQ ; donc on aura aussi M ' N ' Q ' 
= M'N'P' + P'N'Q'. Or, si les trois plans M'N'P% 
P'N'Q', M'N'Q', n'étalent pas confondus en un 
seul, ces trois plans formeraient un angle solide, et 
on aurait * l'angle M'U'Q' < M'NT' + P'N'Q' 5 *ao,^. 
donc , puisque cette condition n'a pas lieu , les deux 
triangles M'N'P', P'N'Q', sont dans un même plîin. 

Il suit de là que chaque face , soit triangulaire , soit 
polygone, dans un polyèdre, répond à une face égale 
dans l'autre , et qu'ainsi les deux polyèdres sont com- 
pris sous un même nombre de plans égaux , chacun à 
chacun. 

Il reste à prouver que l'inclinaison de deux faces 
adjacentes quelconques dans l'un des polyèdres est 
égale à l'inclinaison des deux faces homologues dans . 
l'autre. 

Soient MPN, NPQ, deux triangles formés sur 
l'arête commune NP dans les plans des deux faces 
adjacentes; soient M'P'N', N'P'Q', leurs homolo- 
gues ; on peut concevoir en N un angle solide formé 
par les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en 
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q', 
M'N'P', P'N'Q'. Or on a déjà prouvé que ces angles 
plans sont égaux chacun à chacun ; donc l'inclinaison 
des deux plans MNP, PNQ , est égale à celle de leurs 
homologues M'N'P', P'N'Q' *. *^'^,^- 

Donc, dans les polyèdres symmétrlques , les faces 
sont égales chacune à chacune, et les plans de deux 
faces quelconques adjacentes d'un des solides , ont 
entre eux la même inclinaison que les plans des deux 
faces homologues de l'autre solide. 

Scholie, On peut remarquer que les angles solides 
d'un polyèdre sont les symmétriqiies des angles solides 
de Vautre polyèdre; car si l'angle solide N est formé 
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son homolo- 
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gue N' est formé par les plans M'N'P', P'N'QS 
Q'N'R\ etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le 
même ordre que les autres ; mais , comme les deux 
angles solides sont dans une situation inverse Fun par 
rapport à Tautre , il s'ensuit que la disposition réelle 
des plans qui forment l'angle solide N' est Tinverse 
de celle qui a lieu dans l'angle homologue N. D'ail- 
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égaies 
dans l'un et dans Tautre angle solide ; donc ces angles 
solides sont symmétriques l'un de l'autre. V(yyezh 
scholie de la prop. XXIII y //V. /^. 

Cette remarque prouve qu!un polyèdre quelconque 
ne peut a/^oir qu^un polyèdre sfmmétrique. Car si on 
construisait sur une autre base un nouveau polyèdre 
symmétrique au polyèdre donné, les angles solides 
de celui-ci seraient toujours symmétriques des angles 
du polyèdre donné; donc ils seraient égaux à ceux 
du polyèdre symmétrique construit sur la première 
base. D'ailleurs les faces homologues seraient toujoim 
égales ; donc les polyèdres symmétriques construits 
sur une base ou sur une autre auraient les faces égales 
et les angles solides égaux ; donc ils coïncideraient 
par la superposition , et ne feraient qu'un seul et même 
polyèdre. 

PROPOSITION IIL 

THEOREME. 

Deux prismes sont égaux lorsqu'ils ont un 
angle solide compris entre trois plans égaux 
chacun à chacun et semblablement placés, 

fig. 200. Soit k base ABCDE égale à la base dhcde y le pa- 
rallélogramme ABGF égal au parallélogramme abgf, 
et le parallélogramme BCHG égal au parallélogramme 
bclig; je dis que le prisme ABCI sera égal au prisme 
abci. 
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Car soit posée la base ABCDE sur son égale ahtde, 
ceâ deux bases coïncideront : mais- les trois angles 
plans qui forment Tangle solide B sont égaux aux 
trois angles plans qui forment Fangle solide h y cha- 
cun à chacun, savoir, ABC = ûftc, ABC = â^^, et 
GBC=g^te; de plus ces angles sont semblablement 
placés : donc les angles solides B et & sont égaux, et 
par conséquent le côté BG tombera sur son égal hg. 
On Voit aussi qu'à cause des parallélogrammes égaux 
ABGF, ohgfy le côté GF tombera sur son égal gf, 
et semblablement GH sur gh; donc la base supé- 
rieure FGHIK coïncidera entièrement avec son égale 
fghik^ et les deux solides seront confondus en un 
seul, puisqu'ils auront les mêmes sommets^. Donc * t. 
deux prismes sont égaux , etc. 

Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases 
égales et des hauteurs égales sont égaux. Car ayant 
le côté AB ^atà ah, et la hauteur BG égale à bg, le 
rectangle ABGF sera égal au rectangle ahgf; il en 
sera de même des rectangles BGFC, bgfc^ ainsi les 
trois plans qui forment l'angle solide B sont égaux 
aux .trois qui forment l'angle solide b. Donc les deux 
prismes sont égaux. 

PROPOSITION IV. 

THEOREME. 

Dans tout parallélépipède les plans opposés 
sont égaux et parallèles. 

Suivant la définition de ce solide , les bases ABCD, fig. 206. 
ËFGH , sont des parallélogrammes égaux , et leurs 
côtés sont parallèles : il reste donc à démontrer que 
la même chose a lieu pour deux faces latérales oppo- 
sées telles que AEHD, BFGC. Or, AD est égale et 
parallèle à BG, puisque la figure ABCD est un parai- 
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lélogrammc; par une raison semblable AE est égale 
et parallèle à BF : donc l'angle DAE est égal à l'angle 
* ï^> 5 CBF *, et le plan DAE parallèle à CBF 5 donc aussi le 
parallélogramme DAEH est égal au parallélogramme 
CBFG. On démontrera de même que les parallélo- 
grammes opposés ABFE , DCGH , sont égaux et pa- 
rallèles. 

Corollaij-e. Puisque le parallélépipède est un solide 
compris sous six plans dont les opposés sont égaux et 
parallèles , il s'ensuit qu'une face quelconque et son 
opposée peuvent être prises pour les bases du paral- 
lélépipède. 

SchoUe. Etant données trois droites AB, AE, AD, 
passant par un même point A , et faisant entre elles j 
des angles donnés , on peut sur ces trois droites con- j 
struire un parallélépipède; il faut pour cela mener 1 
par l'extrémité de chaque droite un plan parallèle J 
au plan des deux autres ; savoir , par le point B un 
plan parallèle à DAE, par le point D un plan paral- 
lèle à BAE , et par le point E un plan parallèle à BAD. 
Les rencontres mutuelles de ces plans formeront le 
parallélépipède demandé. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 






Dans tout parallélépipède les angles solides 
opposés sont sjmmétriques Vun de Vautre^ et 
les diagonales menées par les sommets de ces 
angles se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

«g. 20C. Comparons , par exemple , l'angle solide A à son 
opposé G ; l'angle E AB , égal à EFB , est aussi égal à 
HGG, l'angle DAE = DHE=:CGF , et l'angle DAB 
::=z:DCB=HGr j donc les trois angles plans qui for- 
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ment l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment 
l'angle solide G, chacun à chacun; d'ailleurs il est 
facile de voir que leur disposition est différente dans 
l'un et dans l'autre ; donc 1° les deux angles solides A 
et G sont symmétriques l'un de l'autre*. *23, 5. 

En second lieu imaginons deux diagonales quel- 
conques EC, AG, menées par des sommets opposés: 
puisque AE est égale et parallèle à CG, la figure AEG G 
est un parallélogramme ; donc les diagonales EC, AG, 
se couperont mutuellement en deux parties égales. 
On démontrera de même que la diagonale EC et une 
autre DF se couperont aussi en deux parties égales ; 
donc 2<* les quatre diagonales se couperont mutuel- 
lement en deux parties égales , dans un même point 
qu'on peut refgarder comme le centre du parallélé- 
pipède. 

PROPOSITION VI. 

THEOREME. 

Le plan IBDHF, qui passe par deux arêtes ^,101* 
parallèles opposées BF, DH^ divise le paral- 
lélépipède AG en deux prismes triangulaires 
ABDHEF, GHFBGD, symmétriques Vun de 
Vautre. 

D'abord ces deux solides sont des prismes ; car les 
triangles ABD, ÈFH, ayant leurs côtés égaux et paral- 
lèles , sont égaux , et en même temps les faces latérales 
ABFE , ADHE , BDHF , sont des parallélogrammes ; 
donc le solide ABDHEF est un prisme : il en est de 
même du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces 
deux prismes sont symmétriques l'un de l'autre. 

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' qui 
soit le symmétrique du prisme ABDEFH. Suivant 
ce qui a été démontlé * , le plan ABF'E' est égal à * ». 
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ABFE, et le plan ADH'E' est égal à ADHErmaî^r 
si on compare le prisme GHFBCD au prisme 
ABDH'ET', la base GHF est égale à ABD; le pa- 
rallélogramme GHDG, qui est égal à ABFE, est aussi 
égal à ABF'E', et le parallélogramme GFBC^ qui 
est égal à ADHE, est aussi égal à ADH'E'; donc 
les trois plans qui forment l'angle solide G dans le 
prisme GHFBCD , sont égaux aux trois plans qui for- 
ment l'angle solide A dans le prisme ABDH'E'F', 
chacun à chacun, d'ailleurs ils sont disposés sem- 
* 3. blablement ; donc ces deux prismes sont égaux * , 
et pourraient être superposés. Mais l'un d'eux 
ABDH'ET', est symmétrique du prisme ABDHEF; 
donc l'autre, GHFBCD, est aussi le symmétrique dt 
ABDHEF. 

PROPOSITION VII. 

I 
I 

t. £ M M £. 

fig. 201. Dans tout prisme ABCI, les sections NOPQR 
STUXY, faites par des plans parallèles ,. sont 
des polygones égaux. 

Car les côtés NO , ST, sont parallèles , comme étant 
les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième plan ABGF; ces mêmes côtés NO, ST, sont 
compris entre les parallèles NS, OT, qui sont côtés 
du prisme ; donc NO est égal à ST. Par une semblable 
raison les côtés OP, PQ, QR, etc., de la section 
NOPQR , sont égaux respectivement aux côtés TY, 
VX, XY, etc., de la section STVXY. D'ailleurs les 
côtés égaux étant en même temps parallèles, il s'en- 
suit que les angles NOP, OPQ, etc. de la première 
section, sont égaux respectivement aux angles STV,. 
TVX, etc., de la seconde. Donc les deux sections; 
NOPQR, STVXY, sont des polygones égaux. 



OèroUàtre. Toute section faite dans un prisme pa- 
taUèlement à sa base, est égale à cette base. 

PROPOSITION VIII. 

ÏHEORBMB. 

lu€S deux prismes triangulaires spnmétriqueS fig. loSi. 
ABDHEF, BCDFGH, dans lesquels se décompose 
le parallélépipède AG , sont équivalents entre 
eux. 

Piup les sommets B et F menez , perpendiculairement 
au côté BF, les plans "Rade, Fehg^ qui rencontreront, 
d'tirie pâtft en a, d^ c, de l'autre en c, A, ^^ les trois 
^utires côtés AE, DH, CG, du même parallélépipède^ 
les Sections "Ràdc, Fehg, seront des parallélogrammes 
égaux. Ces sections sont égales parce qu'elles sont faites 
par des plans pferpendiculaires à une même droite et 
par consé^erit pafalïeles*; elles sont des parallélo- * 7, 
grammes, parce que deux côtés opposés d'une même 
section ûB, de, sont les intersections de deux plans 
parallèles ABFÉ, DCGH, par un même plan. 

Par une raison semblable, la figure BoeF est uïi 
parallélogramme, ainsi que les autres faces latérales 
JBF^, cdhgy etc., du solide ^adcFehg; donc ce so- 
lide est Un prisme*, et ce prisme est droit, puisque * dcf. 4 
le côté BF est perpendiculaire au plan de la base. 

Gela posé , si par le plan BFHD on divise le prisme 
droit BA en deux prismes triangulaires droits aBdeFk, 
"BdcEhg; je dis que le prisme triangulaire oblique 
ABDEFH ^ sera équivalent au prisme triangulaire 
droit à&déFh. 

En effet ces deux prismes ayant une partie com- 
ïïïune ABDAeF, il suffira dé prouver que les parties 
restantes, savoir l^s solides BaAD^, FeEHA sont 
^q.uivalent» entre eux. 
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Or à cause des parallélogrammes ABFE, oKFe, les 
côtés AE, ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux 
entre eux ; ainsi en ôtant la partie commune Ae, il 
restera Aa='Ee. On prouvera de même que T)d= HA. 

Maintenant pour opérer la superposition des deux 
solides BaADdy FeEHA, plaçons la base Feh sur son 
égale Bad; alors le point e tombant en a et le point 
h en dy les côtés eE , AH , tomberont sur leurs égaux 
aA, ^D, puisqu'ils sont perpendiculaires au même 
plan Bad. Donc les deux solides dont il s'agit couici- 
deront entièrement l'un avec l'autre ; donc le prisme 
oblique BAD FEH est équivalent au prisme droit 
"BadFeh. 

On démontrera semblablement que le prisme obli- 
que BDCFHG est équivalent aii prisme droit BdcFhg. 
Mais les deux prismes droits BadFeh, BdcFhg sont 
égaux, entre eux , puisqu'ils ont même hauteur BF, 
et que leurs bases Bad , Bdc sont moitiés d'un même 
* 3. parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu- 
laires BADFEH , BDCFHG, équivalents à des prismes 
égaux , sont équivalents entre eux. 

Corollaire, Tout prisme triangulaire ABDHEF est 

, la moitié du parallélépipède AG , construit sur le 

même angle solide A, avec les mêmes arêtes AB, 

ad'ae. 

proposition ix. 

THÉORÈME. 

é 

%• 200. Si deux parallélépipèdes AG, AL , ont une 
hase commune ABCD , et que leurs hases supé- 
rieures EFGH , IRLM, soient comprises darisun 
même plan et entre les mêmes parallèles ER, 
IIL, ces deux parallélépipèdes seront équiva- 
lents entre eux. 
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11 peut arriver trois cas, selon que El est plus 
grand , ptus petit ou égal à EF ; mais la démonstration 
est la même pour tous : et d'abord je dis que le prisme 
triangulaire AEIDHM est égal au prisme triangulaire 
BFKCGL. 

En effet, puisque AE est parallèle à BF et HE à 
GF, l'angle AEIz=BFK, HEI=:GFK, et HEA = 
GFB. De ces six angles les trois premiers forment 
l'angle solide E, les trois autres forment l'angle solide 
F ; donc ^ puisque les angles plans sont égaux chacun 
à chacun , et semblablement disposés , il s'ensuit que 
les angles solides E et F sont égaux. Maintenant, si 
on pose le prisme AEM sur le prisme BFL , et d'abord 
la base AEI sur la base BFK, ces deux bases étant 
égales coïncideront 5 et puisque l'angle solide E est 
égal à l'angle solide F, le côté EH tombera sur son 
égal FG : il n'en faut pas davantage pour prouver que 
les deux prismes coïncideront dans toute leur éten- 
due ; car la base AEI et l'arête EH déterminent le 
prisme AEM , comme la base BFK et l'arête FG dé- 
terminent le prisme BFL ^ : donc ces prismes sont * ^• 
égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM , 
il restera le parallélépipède AIL ; et si du même so- 
lide AL on retranche le prisme BFL, il restera le 
parallélépipède AEG ^ donc les deux parallélépipèdes 
AIL, AEG, sont équivalents entre eux. 

PROPOSITION X, 



A 



THEOREME. 



Deux parallélépipèdes de rnême base et de 
même hauteur sont équivalents entre eux. 

Soit ABCD la base commune aux deux parallèle- Cg. a: a. 
pipedes AG, AL ; puisqu'ils ont même hauteur, leurs 
j bases supérieures £FGH , IKLM, seront sur le même 
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plan. De plus les côtés EF et AB sont égaux et paral- 
lèles , il en est de même de IK et AB ; donc EF est égal 
et parallèle à IK : par une raison semblable GF est 
égal et parallèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, 
HG , ainsi que LK , IM , jusqu'à ce que les uns et les \ 
autres forment par leurs intei^ections le parallélo- ! 
gramme NOPQ , il est clair que ce parallélogramme 
sera égal à chacune des bases EFGH , IKLM. Or si 
on imagine un troisième parallélépipède qui, avec.la 
même base inférieure ABCD, ait pour base supérieure 
NOPQ , ce troisième parallélépipède serait équivalent j 
* 7 au parallélépipède AG*, puîsqu'ayant même base infé- 
rieure j les bases supérieures sont comprises dans un 
même plan et entre les parallèles GQ, FN. Par la même j 
raison ce troisième parallélépipède serait équivalent 
au parallélépipède AL ; donc les deux pai^allélepipedes 
AG^ AL, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents entre eux. 

PROPOSITION XL 

THEOREME. 

Tout parallélépipède peut être changé en un 
parallélépipède rectangle équivalent qui aura 
même hauteur et une base équivalente. 

H- 2io. Soit AG le parallélépipède proposé ; des points A, 
B, C, D, menez AI, BK, CL, DM, perpendiculaires 
au plan de la base , vous formerez ainsi le parallélépi- 
pède AL équivalent au parallélépipède AG, et dont les 
faces latérales AK, BL, etc. seront des rectangles. Si 
donc la base ABCD est un rectangle , AL sera le paral- 
lélépipède rectangle équivalent au parallélépipède pro- 

H- ^'ii. posé AG. Mais si ABCD n'est pas un rectangle, menez 
AO et BN perpendiculaires sur CD , ensuite OQ et 
NP perpendiculaires sur la base , vous aurez le solide 
ABNOIRPQ qui sera un parallélépipède rectangle: 
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«n effet, par construction, la base ABNO et son op« 
posée IKPQ sont des rectangles ; les faces latérales en 
sont aussi, puisque les arêtes AI, OQ, etc. sont per- 
pendiculaires au plan de la base ; donc le solide AP 
est un parallélépipède rectangle. Mais les deux parai- 
lélepipedes AP, AL, peuvent être censés avoir même 
base ABKI et même hauteur AO : donc ils sont équi- 
valents; donc le parallélépipède AG, qu'on avait d'a-fifç- '^o 
bord changé en un parallélépipède équivalent AL, se 
trouve de nouveau changé en un parallélépipède rec- 
tangle équivalent AP , qui a la même hauteur AI , et 
dont la base ABNO est équivalente à la. base ABCD. 

PROPOSITION XIL 

THEOREME. 

Deux parallélépipèdes rectangles AG , AL , ^g *'*• 
qui ont la même ha^e ABCD, sont entre eux 
comme leurs hauteurs AE , AI. 

Supposons d'abord que les hauteurs AE , AI , soient 
«ntre elles comme deux nombres entiers , par exemple , 
comme i S est à 8. On divisera AE en 1 5 parties égales , 
dont AI contiendra 8^ et par les points de division Xy 
yyZy etc., on mènera des plans parallèles à la base. 
Ces plans partageront le solide AG en 1 5 parallélépi- 
pèdes partiels qui seront tous égaux entre eux, comme 
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases 
^ales^ parce que toute section comme MIKL, faitft 
dans un prisme parallèlement à sa base ABCD, est égaloi 
à qette base ; des hauteurs égales , parce que ces hau- 
teurs sont les divisions même Ajc, xjryxz, etc. Or^ 
de ces i5 parallélépipèdes égaux, huit sont contenus 
dans AL ; donc le solide AG est au soUde AL comme 
i5 est à 8 , ou en général comme la hauteur AË est à 
la Iiauteur AI. 

Sept. Edic, 12 



i-tS géométrie. 

En second lieu, si le rapport de A£ à AI ne peut 
s'exprimer en nombres , je dis qu'on n*en aura pas 
moins solid. AG : solid. AL :: A£ : AI. Car, si cette 
proportion n'a pas lieu, supposons qu'on ait soL A6: 
sol. AL :: AE: AO. Divisez AE en parties égales dont 
chacune soit plus petite que 01 , il y aura au moins 
un point de division m entre O et I. Soit P le parai* 
lélepipede qui a pour base ABGD et pour hauten^ 
Km ; puisque les hauteurs AE , km sont entre eUar 
comme deux nombres entiers, on aura sol. AG :.P:: 
AE : k.m . Mais on a , par hypothèse , sol. AG : soL AL :: 
AE : AO ; de là résulte sol. AL • P : : AO : tim. Mais AO 
est plus grand que Am ; donc il faudrait , pour que 
la proportion, eût lieu, que le solide AL f%t plus grand 
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est 
impossible que le quatrième terme de la proportion 
sol. AG : sol. AL :: kEi'.x , soit une ligne plus grande 
que AI. Par un raisonnement semblable on démon* 
trerait que le quatrième terme ne peut être plus petit 
que AI ; donc il est égal à AI ; donc les parallélépipèdes 



rectangles de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 

PROPOSITION XIIL 



THEOREME. 



À 



fig. ai3. Deux parallélépipèdes rectangles AG , AK 
qui ont même hauteur AE , sont entre eux comme |r 
leurs bases ABGD , AMNO. ^ 

Ayant placé les deux solides Tun à côté de Fautie, 
comme la figure les représente , prolongez le plifi 
ONKL, jusqu'à ce qu'il rencontre le plan DCGH sui- 
vant PQ, vous aurez un troisième parallélépipède AQy 
qu'on pourra comparer à chacun des parallélépipèdes 
AG, AK. Les deux solides AG, AQ, ayant même 
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AEHD, sont entre eux comme leurs hauteurs AB , AO ; 
pareillement les deux solides AQ, AK, ayant même 
base AOLE, sont entre eux comme leurs hauteurs 
^Jij AM. Ainsi on aura les deux proportions, 

^o/-AG:io/, AQ::AB:AO, 
soLAQ:soI.AK::AB:AM. 
Hultipliant ces deux proportions par ordre , et omet- 
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol. 
AQfOnaura, 

sol. AGisol. AK:: ABxAD:AOxAM. 
Iffais AB X AD représente la base ABCD, et AOx AM 
représente la base AMNO; donc deux parallélépi- 
pèdes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

PROPOSITION XIV- 



THBOREKB. 



Deux parallélépipèdes rectangles quelconques 
êont entre eux comme les produits de leurs bases 
par leurs hauteurs y ou comme les produits de 
ieurs trois dimensions. 

Car ayant placé les deux solides AG , AZ , de ma- ^ ,^3 
niere que leurs surfaces aient Tangle commun BAE, 
prolongez le3 plans nécessaires pour former le troi- 
sième parallélépipède AK de même hauteur avec le 
|MraUélepipede AG. On aura^^ par la proposition pré- 
cédente, 

sol. AG : sol AK : : ABCD : AMNO. 
Hais les deux parallélépipèdes AK , AZ , qui ont même 
base AMNO , sont entre eux comme leurs hauteurs 
A£, AX; ainsi on a, / 

sol. AKisol. AZ :: AE: AX. 
Ifultipliant ces deux proportions par ordre, et omet- 

12. 
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tant, dans le résultât, le mulliplicateur comman sàt^ 
AK , on aura 

sol. AG : soL AZ : : ABCD x AE : AMNO x AX. 
A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mettre 
AB X AD et AO x AM , ce qui donnera , 

sol kG:soL AZ :: AB x AD x AE: AO x AM x AX. 
Donc deux parallélépipèdes rectangles quelconquei 
sont entre eux, etc. j 

Scholie. Il suit de là qu'on peut prendre pour me- 
sure d'un parallélépipède rectangle le produit de sa 
base par sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen- 
sions. C'est sur ce principe que nous évaluerons tous 

les autres solides. 

■ 

Pour l'intelligence de cette mesure , il faut se rap- 
peler qu'on entend par produit de deux ou de plu- la 
sieurs lignes, le produit des nombres qui représentent 
ces ligifies , et ces nombres dépendent de l'unité linéaire 
qu'on peut prendre à volonté ; cela posé , le produit t 
des trois dimensions" d'un parallélépipède est un 
nombre qui ne signifie rien en lui-même , et qui serait h 
différent si on avait pris une autre unité linéaire. Mais k 
si on multiplie de même les trois dimensions d'un autre y 
parallélépipède , en les évaluant d'après la même unitd 
linéaire, les deux produits seront entre eux comme 
les solides, et donneront l'idée de leur grandeur re- 
lative. 

La grandeur d'un solide , son volume ou son éten- 
due constituent ce qu'on appelle sa solidité , et le mot 
de solidité est employé particulièrement pour désigner 
la mesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité d'un 
parallélépipède rectangle est égale au produit de sa 
base par sa hauteur, ou au produit de ses trois di- 
mensions. 

Les trois dimensions du cube étant égales entre 
elles, si le côté est i , la solidité sera iXiXi,ouiî ^ 
si le côté est 2 , la solidité sera axi2X2,ou8;siIt t 
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ràté est 3 , la solidité sera 3 x 3 X 3 , ou 27 ^ et ainsi de 
suite ; ainsi les côtés des cubes étant comme les nombres 
1 , 2 , 3 , etc. , les cubes eux-mêmes ou leurs solidités 
sont comme les nombres 1,8, 27, etc. De là vient qu^on 
appelle, en. ari):hmétique cube d'un nombre le produit 
qui résulte de trois facteur^égaux à ce nombre. 

Si an proposait de faire un cube double d'un cube 
donné, il faudrait que le côté du cube cherché fût au 
côté du cube donné comme la racine cube de 2 est à 
J^unité. Or on trouve facilement, par une construc- 
tion géométrique, la racine quarrée de 2 , mais on ne 
peut pas trouver de çiéme sa racine cube , du moins 
par les simples opérations de la géométrie élémen- 
taire , lesquelles consistent à n'employer que des 
lignes droites dont on connaît deux points , et aes 
cercles dont les centres et les rayons sont déterminés. 
A raison de cette difficulté, le problème de la 
duplication du cube a été célèbre parjmi les anciens 
géomètres , comme celui de la trisection de V angle , 
qui est à -peu -près du même ordre. Mais on connaît 
depuis long -temps les solutions dont ces sortes de 
problèmes sont susceptibles , lesquelles , quoique 
moins simples que les constructions de la géométrie 
élémentaire, n'en sont cependant ni moins exactes ni 
moins rigoureuses. 

PROPOSITION XV. 

THEOREME. 

La solidité û^un parallélépipède , et en gé- 
néral la solidité d*un prisme quelconque , est 
égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Car i® un parallélépipède quelconque est équiva- 
lent à un parallélépipède rectangle de même hauteur 
et de base équivalente *. Or la solidité de celui-ci est * n 
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égale à sa base multipliée par sa hauteur ; donc la 
solidité du premier est pareillement égale au produit 
de sa base par sa hauteur. 

2^ Tout prisme triangtdaire est la moitié d^un pa* 
*8. rallélepipede de même hauteur et de base doublet 
Or la solidité de celui-ci est égale à sa base multipliée 
par sa hauteur ; donc celle du prisme triangulaire est 
égale au produit de sa base , moitié de celle du pard- 
lélepipede, multipliée par sa hauteur. 

30 Un prisme quelconque peut être partagé en aiH j 
tant de prismes triangulaires de même hauteur qu'on 
peut former de triangles dans le polygone qui lui sert 
de base. Mais la solidité de chaque prisme triangulaire 
est égale à sa base multipliée par sa hauteur; et puis- 
que la hauteur est la même pour tous , il s'ensuit que 
la somme de tous les prismes partiels sera égale à la 
somme de tous les triangles qui leur servent de bases, 
multipliée par la hauteur commune. Donc la solidité 
d'tm prisme polygonal quelconque est égale an pro* 
duit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire, Si on compare deux prismes qui ont 
même hauteur, les produits des bases par les hau- 
teurs seront comme les bases ; donc deux prismes de 
même hauteur sont entf^ eux comme leurs bases] 
par une raison semblable^ deux prismes de Iméme 
base sont entre eux comme leurs hauteurs* 

PROPOSITION XVI. 

fig. 214. Si une pyramide SABCDE est coupée poT'm 
plan dhà parallèle à la hase^ 

I ^ Les côtés SA , SB , SC , . . . ef /a hauteur SO, ^' 
ront diy^isés proportionnellement en a, b,c,... efo; 
^ La section abcde sera un polygone sembh- 
ble à la base ABCDE. 
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Car i^ les plans ABD, abd^ étant parallèles, leurs 
intersections AB, ab, par un troisième plan SAB, . 
seront parallèles*; donc les triangles SAB, Sai,*i<>*5. 
sont semblables^ et on a la proportion SA: Sa:: SB: 
Sb; on aurait de même SB : S& :: SC : Sc^ et ainsi de 
suite. Donc tous les côtés SA , SB , SG , etc. , sont 
coupés proportionnellement en a,b^c, etc. La hau- 
teur SO est coupée dans la même proportion au 
point o ; car BO et bo sont parallèles , et ainsi on a 
SO:So::SB:S*. 

2®^ Puisque ab est parallèle à AB, bc à BC, cd à 
CD, etc., l'angle aie = ABC, l'angle ic^/==BCD, et 
ainsi de suite. De plus, à cause des triangles sembla*- 
blés SAB, Sab, on a ARiab:: SB:S&; et à cause des 
triangles semblables SBC , S&c, on a SB:S& :: HCibc; 
donc AB.: ab :: BC vbc; on aurait de même 'BC'.bc:: 
GDicd^ et sùnsi de suite. Donc les polygones abcde, 
ABCDE,^ ont les angles égaux chacun à chacun et les 
côtés homologues proportionnels; donc ils sont sem- 
blables. 

Corollaire. Soient SABCDE , SXYZ , deux pyra- 
mides dont le sommet est commtm , et dont les bases 
sont sur un même plan , de sorte qu'elles ont la même 
hauteur ; si on les coupe par un même plan parallèle 
au plan des bases, soit abcde la section faite dans une 
pyramide , ûyrz la section faite dans l'autre ; je dis que 
ks sections abcde, xyz, seront entre elles comme les 
bases ABCDE, XYZ. 

Car les polygones ABCDE , abcde , étant semblables^ ' 
leurs surfaces sont comme les quarrés des côtés ho- 
mologues AB , ab ; mais AB : ab :: SA : Sa ; donc 

ÀBCDE: abcde :: SA: Sa. Par la même raison, XYZ: 

. ■ ■■ ■ • ■■ ■» 

xyz :: SX : Sx. Mais puisque abcxyz n'est qu'un 
même plan , on a aussi SA : Sa : : SX : S^ ; donc ABCDE : 
abcde : : XYZ : xyz ; donc les sections abcde , xyz y sont 
antre elles comme les base3 ABCDE , XYZ. 
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. PROPOSITION XVIL 

L E M M E. 

ûg. ai5. Soit SABC une pyramide triangulaire dont S 
est le sommet et ABC la base; si on dii^iSe les 
côtés SA , SB , se , AB , AC , BC, e/2 deux parties 
égales aux points D , E, F, G, H, I, et que par 
ces points on tire les lignes DE , EF , DF , EG, 
FH , El , GI , GH ; je dis qu'on pourra considérer 
la pyramide SABC , comme composée de deux 
prismes AGHFDE^ EGICFH , équivalents entre 
eux^ et de deux pyramides égales SDEF, EGBI. 
Par suite de la construction^ ED est parallèle à BA 
et GE à AS ; donc la figure ADEG est un. parallélo- 
gramme. La figure ADFH en est un aussi par la même 
raison; donc les trois droites AD, GE, HF, sont 
égales et parallèles \ donc le solide AGHFDE est un 

♦ i4, 5. prisme *. 

On prouvera semblablemenl que les deux figures 
EFCI , CIGH , sont des parallélogrammes , et qu'ainsi 
les trois droites EF, CI, G H , sont égales et parallèles; 
donc le solide EGICFH est encore un prisme. Or je 
dis que ces deux prismes triangulaires sont équiya* 
lents entre eux. 

En effet, si sur les arêtes GI_, GE, G H, on forme le 

parallélépipède GX , le prisme triangidaire GEICFH 

♦ 8. sera la moitié de ce parallélépipède * ; d'un autre côté, 

le prisme AQHFDE est égal aussi à la moitié du pa- 

♦ i5. rallélepipedc' GX*, puisqu'ils ont même hauteur, et 

que le triangle AGH, base du prisme, est moitié du 

*2, parallélogramme GiCH *, base du parai lélepipede. 
Donc les deux prismes EGICFH, AGHFDE, sont 
équivalents entre eux. 

Ces deux prismes étant retranches de la pyramide 



lilYEE VI. l85 

S ABC, il ne reste plus que les deux pjrramides SDEF, 
EGin ; or je dis que ces deux pyramides sont égales 
entre elles. 

En eifet, à cause des côtés égaux, savoir, BE = 
SE, BG = AGz=DE, EG = AD = SD, le triangle 
BEG est égal au triangle ESD. Par une raison sem* 
blable le triangle BEI est égal au triangle SEF ; 
d'ailleurs Finclinaison mutuelle des deux plans BEG, 
BEI, est la même que celle des deux plans ËSD, 
SEF, puisque BEG ne fait qu'un seul plan avec ESD, 
de même que BEI avec SEF. Donc si, pour opérer 
la superposition des deux pyramides SDEF, EGBI, 
on place le triangle EBG sur son égal SDE , il faudra 
que le plan BEI tombe sur le plan SEF ; et puisque 
les triangles EBI , SEF , sont égaux et semblablement 
placés, le point I tombera en F, et les deux pyramides 
SDEF, EGBI, coïncideront en une seule. 

Donc la pyramide, entière SABC est composée de 
deux prismes triangulaires AGF, GIF, équivalents 
entre eux, et de deux pyramides égales SDEF, EGBI. 
, Corollaire I. Du sommet S soit abaissée SO perpen- 
diculaire sur le plan ABC, et soit P le point où 
cette perpendiculaire rencontré le plan DEF paral- 
lèle à, ABC ; puisque SD =| SA , on aura SP = ^ SO *, * i6. 
et le triangle DEF =:-^ ABC : donc la solidité du prisme 
AGHFDE = ^ABCXtSO, et celle des deux prismes 
réunis AGHFDE, EGICFH , =| ABC X SO. Ces deux 
prismes sont moindres que la pyramide SABC, puis- 
qu'ils y sont contenus ; donc la solidité d'une pyrof^ 
mide triangulaire est plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire IL Si on mené les droites DG, DU, on 
aura une nouvelle pyrapaide ADG H , qui sera égale à - 
la pyramide SDEF ; car on peut placer la base DEF 
sur son égale AGH, et alors les angles SDE, SDF, 
étant égaux aux angles DAG, DAll, il est visible que 
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* a5, 5 DS tombera sur AD *, et le sommet S sur le sommer 
D. Or, la pyramide ADGH est moindre que le prisme 
AGHDëF, puisqu'elle y est contenue; donc chacune 
des pyramides SDËF, EGBI, est moindre que le 
prisme AGHDËF; donc la pyramide SABG qui est 
composée de deux pyramides et de deux prismes, est 
moindre que quatre ^e ces mêmes prismes. Or la so- 
lidité de Tun de ces prismes = | ABC x SO , et son 
quadruple = 7 ABC X SO; donc la solidité de ioute 
fyjfmmide triangulaire est moindre que la moitié tb» 
produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XVIII. 

THEOREMB, 

La solidité d'une pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit de sa base par sa 
hauteur. 
fig. ai5. Soit SABG une pyramide triangulaire quelconque^ 
ABC sa base, SO sa hauteur ; je dis que la solidité de 
la pyramide SABG sera égale au tiei*s du produit de 
la surface ABC par la hauteur SO , de sorte qu'on 
aura SABC = | ABC x SO , ou= SO x 1 ABC. 

Car si on nie eette proposition , il faudra qw h | 
«olidité SABG soit égale au produit de SO par uile i 
quantité plus grande ou plus petite que j ABC. 

Soit I® cette quantité plus grande, en sorte qu'en 
ait SABG = SO X (lABC 4- M). Si on fait la mette | 
construction que dans la proposition précédente ^ U | 
pyramide SABG sera partagée en deux prismes éqni- j 
valents entre eux AGHFDE , EGICFH , et en ^ux 
pyramides égales SDFE, EQBI. Or la solidité dtt 
prisme AGHFDE est DEF x PO , et celle des deitt 
prismes est par conséquent DFExqPO, ou DFEX 
SO. Retranchant les deux prismes de la pyramide en» 
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ûere , le reste sera égal au double de la pyramide 

SDEF, de sorte qu'on aura, 

2SDEF=:S0x(iABC + M — DEF). 

Mais , parce que SA est double de SD , la surface ABC 
est quadruple de DFE * , et ainsi f ABC — DFE =: * 16. 
i DFE — DFÉ = iDFE ; donc 

2SDEF=S0x (7DEF + M), 

et en prenant les moitiés de part et d'autre, il en ré- 
sulte, 

SDEF = SPx (tDEF + M). 

D'où l'on voit que pour avoir la solidité de la pyra* 
mide SDEF , il faudra ajouter au tiers de sa base la 
même surface M qui avait été ajoutée au tiers de la 
base de la grande pyramide, et multiplier le tout par 
la hauteur SP de la petite pyramide. 

Si l'on divise SD en deux également au point K, 
et que par le point K on fasse passer le plan KLM 
parallèle à DEF , lequel rencontre en Q la perpen- 
diculaire SP, la même démonstration prouve que la 
solidité de la pyramide SKLM sera égale à SQ X 
(fKLM + M). 

Continuant ainsi k former une suite de pyramides 
dont les côtés décroissent en raison double , et les 
, bases en raison quadruple , on parviendra bientôt à 
une pyramide Saic^ dont la hs^seaic sera plus petite 
^ue 6M : soit So la hauteur de cette dernière pyra- 
mide ; et sa solidité , déduite de celles des pyramides 
précédentes , sera Sox (jobc -f- M)« Mais on a M> 
i^ibc, et par conséquent 3- oi^ -4- M > ^ abc; il faudrait 
donc que la solidité de la pyramide Sabc f&t plus 
p*andeque SoX^abc. Bésidtat absurde, puisqu'on a 
prouvé dans le corollaire II de la proposition précé- 
dente que la solidité d'une pyramide triangulaire est 
toujours moindre que la moitié du produit de sa base 
par sa hauteur ^ donc x^' il est impossible que la soit» 
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dite de la pyramide SABC soit plus grande que SOx 
7ABC. 

Soit 2° SABC = SO X (f ABC — M ) , on prouvera, 
comme dans le premier cas , que la solidité de la 
pyramide SDEF , dont les dimensions sont deux fois 
moindres , est égale à SP X ( } DEF — M ) ; et , en con- 
tinuant la suite des pyramides dont les côtés décrois- 
sent en raison double, jusqu^à un terme quelconque 
Sabc^ on aura de même la solidité de la dernière 
pyramide Sabc = So X (jo^bc — M). Mais les bases 
ABC , DEF , LKM .... abc , formant ime suite dé- 
croissante dont chaque terme est le quart du précé- 
dent, on parviendra bientôt à un terme abc^ égala 
12M, ou qui sera compris entre lâM et 3M; alors 
M étant égal ou plus grand que -^abc , la quantité 
\abc — M sera ou égale à \abc , ou plus pstite que 
^abc ; de sorte que la solidité de la pyranûde iûbc 
sera ou = So x 7 abc , ou < So X J^ abc. Résultat encore 
absurde, puisque, suivant le corollaire I de la propo- ' 
sition précédente , la solidité d'une pyramide trian- 
gulaire est toujours plus grande que le quart du 
produit de sa base par sa hauteur ; donc 2° la solidité 
de la pyramide SABC ne peut être plus petite que 
SOx -ABC. 

Donc enfin la solidité de la pyramide SABC = 
SO X f ABC, ou = ^ABC x SO, conformément à Té- 
nonce du théorème. 

Corollaire I. Toute pyramide triangulaire est le 
tiers du prisme triangulaire de même base et de même 
hauteur ; car ABC x SO est la solidité du prisme dont 
ABC est la base et SO la hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides triangulaires de 
même hauteur sont entre elles comme leurs bases, et l 
deux pyramides triangulaires de même base sont ? 
entre elles comme leurs hauteurs, ! 



LIVRE VI. 189 

PROPOSITION XIX. 



THEOREME. 



Toute pyramide SABCDE a pour mesure le fig. 214. 
tiers du produit de sa base ABCDE par sa hau- 
teur AO. 

Car en faisant passer les plans SEB , SEC , par les 
diagonales EB , EC , on divisera la pyramide polygo- 
nale SABCDE en plusieurs pyramides triangulaires 
qui auront toutes la même hauteur SO. Mais par le 
théorème précédent chacune de ces pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases ABE, BCE, 
CDE , par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme 
des pyramides triangulaires , ou la pyramide polygo- 
nale SABCDE , aura pour mesure la somme des tri- 
angles ABE , BCE , CDE , ou le polygone ABCDE , 
multiplié par ^ SO ; donc toute pyramide a pour me- 
sure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme 
de même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur 
sont entre elles comme leurs bases , et deux pyra- 
mides de même base sont entre elles comme leurs 
hauteurs. 

Sc/iolie. On peut évaluer la solidité de tout corps 
polyèdre en le décomposant en pyramides, et cett# 
décomposition peut se faire de plusieurs manières : 
une des plus simples est de faire passer les plans de 
division par le sommet d^un même angle solide ; alors 
on aura autant de pyramides partielles qu'il y a de 
faces dans le polyèdre, excepté celles qui forment 
l'an{[le solide d'où partent les plans de division. 



190 GBOMETRIE. 

PROPOSI^TION XX. 

THEOREME. 

Deux polyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 
fig. ao2. Car lo deux pyramides triangulaires symmétriques, 
telles que S ABC, TABC, ont pour mesure commune 
le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
enti'e elles. 

7.^ Si on partage d'une manière quelconque l'un dçs 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires | 
on pourra partager de même l'autre polyèdre «1 py- 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramidei 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équiTOr* 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette même proposition semblait résulter 
immédiatement de la proposition 11^ où Von a £iit 
voir que dans deux polyèdres symmétriques, toutes 
les parties constituantes d'un solide sont égales aux 
parties constituantes de l'autre. 

PROPOSITION XXI. 

THEOREME. 

Si une pyramide est coupée par un plarC pa- 
rallèle à sa base , le tronc qui reste en étant la 
petite pyramide , est égal à la somme de trois py- 
ramides qui auraient pour hauteur commune la 
Tiauteur du tronc , et dont les bases seraient la 
base inférieure du tronc j sa base supérieure f et 
une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 
fig. 217. Soit S ABGDE une pyramide coupée par le plan abd 
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parallèle à la basej soit TFGH une pyramide trian^u- 
kire dont la base et la hauteur soient ^aJes ou équi^. 
Talentes à celles de la pyramide S\B(DE. On npi f 
supposeries deux bases situées sur ui^éine plan * 
alors le plan abd, prolongé, détermi^ra dans la n 
ramide triangulaire une secûonfgh fixée à la mëni 
hauteur au-dessus du plan commuies bases : do' 
il résulte que la sectiony^A est à la i^on abd comm 
la base FGH est à la base ABD * ; «Risque les base 
sont équivalentes , les sections le ^t aussi. 1^^ j.^^ ^ ' 
ramides Sabcde, T/^A,sont donf^ivaientes, puic, 
qu^elles ont même hauteur et de^^s ^î^^valentes 
Les pyramides entières SABCDF'GH, sont éoui- 
valentes par la même raison ; doif ^oncs A^Hd^i^ 
YGWifg, sont équivalents, et i^^^qnent i\ g^^/ 
fira de démontrer la propositiojf^cée, pour le seul 
cas du tronc de pyramide tri^**^- 

Soit FGHA/è^ un tronc <Vnïide triangulaire fi ^iS 
à bases parallèles : par les tr/^^s F, ^^ jj ^^^^ ^* ^' • 
duisez le plan ¥gB. , qui retf^^ du tronc la py. 
ramide triangulaire g-FGH. (f^^^ide a pour base 
la base inférieure FGH dV' ^^^ a aussi pour 
hauteur la hauteur du trop/T"® '^ sommet g est 
dans le plan de la base svfyff^' 

Après avoir retranché ^^"ïide, i] restera la 
pyramide quadrangulair^* ^^^t le commet est 
^ et la baseyîiHF. Farf^'^^Aff, H, con- 
duisez le plan fgE. , quf ^ ^ PKamide qua* 
drangulaire en deux trîr' ^ f^tff/hH. Cette 
dernière a pour base lar ^^^^^g/h du tronc 
et pour hauteur la haiT ^ > Puisque son som» 
met H appartient à la '^^ • ^^"«i nous avons 
déjà deux des trois p' "Vivent composer 
le tronc. 

Il reste à conside , ^ë^jH : or, si on 
mené ^K parallèle f ^"^ *^agiu^ ^^^ ^^^^ 
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PROPOSI^TION XX, 

THEOREME. 

Deux polyèdres symmétriques sont équivalents 
entre eux ou égaux en solidité. 
fig. ao2. Car lo deux pyramides triangulaires symmétriques, 
telles que S ABC, TABC, ont pour mesure commune 
le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur 
SO ou TO; donc ces pyramides sont équivalentes 
enti*e elles. 

%^ Si on partage d'une manière quelconque l'und^ 
polyèdres symmétriques en pyramides triangulaires, 
on pourra partager de même Fautre polyèdre en py- 
ramides triangulaires symmétriques ; or les pyramides 
triangulaires symmétriques sont équivalentes chacune 
à chacune ; donc les polyèdres entiers seront équivor* 
lents entre eux ou égaux en solidité. 

Scholie. Cette même proposition semblait résulter 
immédiatement de la proposition 11^ où Ton a fiiit 
voir que dans deux polyèdres symmétriques, toutes 
les parties constituantes d'un solide sont égales aux 
parties constituantes de Faulre. 

PROPOSITION XXL 

THEOREME. 

Si une pyramide est coupée par un plan pa- 
rallèle à sa base , le tronc qui reste en étant la 
petite pyramide , est égal à la somme de trois f y* 
ramides qui auraient pour hauteur commune la 
hauteur du tronc , et dont les hases seraient Id 
base inférieure du tronc ^ sa base supérieure ^ et 
une moyenne proportionnelle entre ces deux 
bases. 
fig 217' Soit S ABCDE une pyramide coupée par le plan ahi 
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parallèle à la base ; soit TFGH une pyramide triangu- 
laire dont la base et la hauteur soient ^ales ou équi'* 
Talentes à celles de la pyramide SABCDE. On peut 
supposeries deux bases situées siu: un. même plan ; et 
alors le plan abd, prolongé, déterminera dans la py« 
ramide triangulaire une secùon/ffh, située à la même 
hauteur au-dessus du plan commun des bases : d^oii 
il résulte que la sectiony^A est à la section abd connue 
la base FGH est à la base ABD * ; et puisque les bases * 16. 
sont équivalentes , les sections le seront aussi. Les py- 
ramides Sabcde, "^fgh, sont donc équivalentes, puis- 
qu'elles ont même hauteur et des bases équivalentes. 
Les pyramides entières SÂBGDE, TFGH, sont équi- 
valentes par la même raison ; donc les troncs ASDdab, 
YGWifg, sont équivalents , et par conséquent il suf- 
fira de démontrer la proposition énoncée , pour le seul 
cas du tronc de pyramide triangulaire. 

Soit ¥GJihfg un tronc de pyramide triangulaire fig. ai8« 
à bases parallèles : par les trois points F , ^^ H , con- 
duisez le plan Fg^H , qui retranchera du tronc la py- 
ramide triangulaire ^FGH. Cette pyramide a pour base 
la base inférieure FGH du tronc ; elle a aussi pour 
hauteur la hauteur du tronc , puisque le sommet est 
dans le plan de la base supérieure y^A, 

Après avoir retranché cette pyramide, il restera la 
' pyramide quadrangulaire^^HF, dont le sommet est 
^ et la baseySHF. Par les trois points ^g^. H, con- 
duisez le plany^H, qui partagera la pyramide qua- 
drangulaire en deux triangulaires gF/Ji , g/hB.. Cette 
dernière a pour base la base supérieure gfh du tronc , 
€t pour hauteur la hauteur du tronc , puisque son som^ 
met H appartient à la base inférieure : ainsi nous avons 
déjà deux des trois pyramides qui doivent composer 
le tronc. 

Il reste à considérer la troisième gFfU : or, si on 
mené ^K parallèle \f^^ et ^'on imaginf une pou- 
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Telle pyramideyFHK , dont le sommet est K et la base 
F/H, ces deux pyramides auront même base F/B; 
elles auront aussi niéme hauteur, puisque les sommets 
g- et K sont situés sur une ligne gK parallèle à Ff^ et 
par conséquent parallèle au plan de la base; donc ces 
pyramides sont équivalentes : mais la pyramideyTKH 
peut être considérée comme ayant son sommet en y, 
et ainsi elle aura même hauteur que le tronc. Quant 
à sa base FKH , je dis qu'elle est moyenne proportion- 
nelle entre les bases FGH ^/gh. En effet les triangles' 
FHK,y^À, ont un angle égal ¥=/] et un côté égal 
* i.\ , 3. FK =/gi on a donc * FHK :/gh : : FH :/h. On a aussi 
FHG:FHK::FG:FK ou^. Mais les triangles sem- 
blables FGH ,/gh, donnent ¥G:/g:: FH :/h; donc 
FGH : FHK :: FHK :/gh; et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH,' 
Jgh. Donc un tronc de pyramide triangulaire, à bases 
parallèles , équivaut à trois pyramides qui ont pour 
hauteur commune la hauteur du tronc, et dont le* 
bases sont la base inférieure du tronc , sa base supé- 
rieure, et une moyenne proportionnelle entre ces 
deux bases. 

PROPOSITION XXII. 

THEOREME. 

«j. ai6. Si on coupe un prisme triangulaire dont ABC 
est la hase^ par un plan DEF incliné à cette ba^sCj 
le solide ABCDEF , qui résulte de cette section , 
sera égal à la somme de trois pyramides dont les 
commets sont Ji ^ EjF^ et la base commune ABC. 
Par les trois points F , A , G ^ faites passer le plan 
FAC , qui retranchera du prisme tronqué ABCDEF la 

pyramide triangulaire F ABC : cette pyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point F. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la 
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pyramide ijuâdratigulaire FAGDE^'dont F est le som- 
met, et AGDE la base. Par les trois points F^ E, G, 
menez encore un plan FEC , qui divisera la pyra^* 
mide quadra|igulaire en deux pyramides triangulaires 
FACE, FGDfE. 

La pyramide FAEG, qui a pour base le triangle 
AEG et pour sommet le point F, est équivalente à une 
pyramide EABG, qui aurait pour base AEG et pour 
sommet le point B. Gar ces deux pyramides ont même 
base ; elles ont aussi même hauteur , puisque la ligne 
BF, étant parallèle à chacune des lignes AE, GD, est 
parallèle à leur plan AGE ; donc la pyramide FAEG 
est équivalente à la pyramide EABG, laquelle peut 
être considérée comme ayant pour base ABG et pour 
jommet le point E. 

La troisième pyramide FGDE, peut être changée 
d^abord en AFGD; car ces deux pyramides ont la 
même base FGD, elles ont aussi la même hauteur, 
puisque AE est parallèle au plan FGD ; donc la pyra- 
mide FGDE est équivalente à AFGD. Ensuite la py- 
ramide AFCD peut être changée en ABGD , car ces 
deux pyramides ont la base commune AGD; elles ont 
aussi la même hauteur , puisque leurs sommets F et B 
sont situés siir une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide FGDE, équivalente à AFGD, est aussi 
équivalente à ABGD; or celle-ci peut être regardée 
eomme ayant pour base ABG et pour sonuuet le 
point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABGDEF est égal à 
la somme de trois pyramides qtd ont pour base com^ 
' mune ABG , et dont les sommets sont respectivement 
les points D , E , F. 

Corollaire. Si les arêt^ AE, BF, GD, sont perpen- 
diculaires au plan de la base, elles seront en même 
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent 
le prisme tronqué ; de sorte que la solidité du prismf 
Sept. Ed. ï3 
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tronqué, sera exprimée par fABC X AE -|-'i ABC X BP 
+T A.BC X CD, quantité qui se réduit à^ ABC X (AE+ 
BF + CD). 

PROPOSITION XXIIL 

THÉOEfiME. 

Deux pyramides triangulaires semblables ont 
les faces homologues semblables, et les angles 
solides homologues égaux. 
fig. ao3. Suivant la définition , les deux pyramides triangu* 
laires S ABC, TDEF, sont semblables, si les deux tri- 
angles SAB, ABC, sont semblables aux deux TDE, 
DEF, et semblablement placés, c'est-à-dire, si Ton a 
l'angle ABS=DET, BAS=EDT, ABC=DEF, BAC 
= EDF, et si en outre l'inclinaison des plans SAB, 
ABC , est égale à celle des plans TDE , DEF : cela 
posé, je dis que ces pyramides ont toutes les faces 
semblables chacune à chacune, et les angles solides 
homologues égaux. 

Prenez BG=ED, BH = EF, BI = ET, et joignez 
GH, GI, IH. La pyramide TDEF est égale à la pyra- 
mide IGBH; car ayant pris les côtés GB, BH, égaux 
aux câités DE, EF, et l'angle GBH étant, par hypo- 
thèse, égal à l'angle DEF, le triangle GBH est égal à 
DEF; donc, pour opérer la superposition des deux 
pyramides , on -peut d'abord placer la base DEF sur 
son égale GBH j ensuite , puisque le plan DTE est in- 
cliné sur DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est 
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le 
plan BAS. Mais, par hypothèse, l'angle DET = GBI ; 
donc ET tombera sur son égale Bl ; et puisque les 
quatre points D, E, F, T, coïncident avec les quatre 
• i. G, B, H, I, il s'ensuit* que la pyramide TDEF coïn- 
cide avec la pyramide IGBH. 
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Soit ABCDE la base d'un polyèdre} soient M et N fig. ail- 
les sommets de deux angles solides, hors de cette base^ 
détermines par les pyramides triangulaires AIÂBC, 
KABG, dont la base commune est ÀBC; soient dans 
l'autre polyèdre, abcde la base homologue ou sem- 
blable à ABCDE, metn les sommets homologues à 
M et M, déterminés par les pyramides imz^^ nabc, 
semblables aux pyramides MABG, NAJBC ; je dis d'a<^ 
bord que les distances MN, mn, sont proportionnelles 
"^ux côtés homologues AB , ab. 

En efFet les pyramides MABG, mabc, étant sem- 
blables , rinclinaison des plans MAC , B AG , est égalé 
à celle des plans mac, bac; pareillement les pyramides 
JVABG, liabc, étant semblables, l'inclinaison des plans 
NAG, BAG, est égale à celle des plans n^ic, iac.*donc, 
si on retranche les premières inclinaisons des der- 
nières, il restera l'inclinaison des plans NAG, MAC, 
égale à celle des plans nac, mac. Mais, à cause de la 
similitude des mêmes pyramides , le triangle MAC est 
semblable à mac y et le triangle NAG est semblable à 
nac «* donc les deux pyramides triangulaires MNAC^ 
mnac, ont deux fa^es semblables chacune i chacune, 
•semblablement placées et ^[sdement inclinées entre 
dles; donc ces pyramides sont semblables ^, et leurs * ar. 
côtés homologues donnent la proportion MN:i7»ii:: 
AM:am. D'aiileursAMrâm:: AB:«6; donc MN:m/ï 
\v.Ah:ab. 

Soient V elp deux autres sommets homologuer Ae& 
mêmes polyèdres, et on aura semblablement PN:/7n ^ 
::: AB:a*, PM:/>»»:: AB:a*. DoncMN:?im:;PN:/?« 
: : PM :pm.. Donc le iriangie PNM qui joint trois som^ 
m.ets quelconques d^un polyèdre est semblable au tri' 
angle pnm qui Joint les treis êowtmet& homologues de 
l'autre polyèdre. 

Soient encore Q et ^ deux sommets homolc^es, et 
le triangle PQN sera semblable à pqn. Je dis de plus 



If^H r.IîOMKTIlIE. 

i|iir riiirlîiiiiî.Miii (1rs |)l:ii;.s PQN, PMN, est égale i 
I l'Ilr ilrs |iliiiiH pt/n , ////!//. 

y\i\\ Ml OH j«ûiit QM rt r/iw, on aura toujours le tri- 
iinj;lr <^)N M MniiMalilr ù f/ntity et par conséquent Tangle 
^^>^ M t'^iil à i/#iw. Concevez en >' un angle solide for- 
me (Ml lr.i trois au^le» plans QX31, QXP. PXM, et 
en *.* iiu tin^lo MiUilo formé par les trois angles plans 
i;-i": . ^".7' . pnm : puisque ces angles plans soot ^ani 
vli<icun %i ehjcun« il sVnsuit qtie les angles <oUiiessoDt 
c^,ui\. W^xw rineltnAison de» deu\ pliai P\Q. P51i, 
f>i ejjAlo à «vllr de leurs homologue:» ttc- r'-^wricnc, 
M U"* \U'u\ triangles P^vj* PSM* cc^îc!!* é^a» la 
nu'iîîx' j»Un . ^iiv^uct cas oa jiiau:: TAn^Uî Q>"5I:^:Q5P 
t r N \l ^ o;î u ,;:*;: jius«i Tar^ie ,- -j.tk ^ ^-^i: -h sib». « 
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plans qnp,prmip mnry qnr. Or ces angles plans sont 
égaux chacun à chacun , et Finclinaison de deux plans 
adjacents est ^ale à celle de leurs homologues ; donc 
les deux angles solides sont égaux , comme pouvant 
être superposés. 

Donc enfin deux polyèdres semblables ont les faces 
homologues semblables et les angles solides homolo- 
gues égaux. 

Corollaire. Il suit de la démonstration précédente 
que si, avec quatre sommets d^un polyèdre, on forme 
ime pyramide triangulaire, et qu'on en forme une 
seconde avec les quatre sommets homologues d'un 
polyèdre semblable, ces deux pyramides seront sem- 
blables ; car elles auront les côtés homolc^es pro- 
portionnels*. *ai,8ch. 

On voit en même temps que deux diagonales ho- 
mologues*, par exemple, AN, an, sont entre elles*, 7, 2. 
comme deux côtés homologues AB ^ ab. 

PROPOSITION XXV- 

THÉORÊMS. 

Deux polyèdres semblables pensant se parta- 
ger en un même nombre de pyramides triangji- 
laires semblables chacune à chacune y et sem- 
blablement placées. 

Car on a déjà vu que les surfaces des deux polyè- 
dres peuvent se partager en un même nombre de 
triangles semblables chacun à chacun, et semblable- 
ment placés. Considérez tous les triangles d'un po- 
lyèdre, excepté ceux qui forment l'angle soUde A, 
comme les bases d'autant de pyramides triangulaires 
dotit le sommet est en A; ces pyramides prises en- 
semble composeront le polyèdre : partagez de même 
Vautre polyèdre en pyramides qui aient pour sommet 
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(*(>iiiiiuin relui de Tangle a homologue à A; il est clair 
quo la pTvaniide qui joint quatre sommets d'un po» 
lyt^lro sera .semblable à la pyramide qui joint les qua- 
tre sommets homologues de l'autre polyèdre. Dont 
deux polyèdres semblables, etc. 

PROPOSITION XXVI. 
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D^ux pyrnmitles semblables sont entre elle$ 
comnHT les cubes 4les céiés homologues. 

ilt lu Car deux pyramides étant semblables, la pluspetil» 

p^nirra être placée dans la plus grande* de mudeie 

qu elle» «ient Tangle solide S common. Alors les bases 

ABC1)E« ùi*etie. scroat paralleks ; car« poia^pie les 

« M. face» hoHK^ogues sont snaMables^^ Tan^ Sab est 

<r^4l à S\B« ainsi que SJr à SBC; donc Itighmmèc 

«sivi^ <«« pjmlWle au plûi ABC*. Cela pcué. scwt SO la 

^vri>etxtu'tiljùrv JilMissée du soMiaet S scr le plan 

\t^* » ^rï 5<nt .* W poin: oà cette pîrriîa«;cTilaire ren- 

vVir;re I^ VvJlo .:i\' r on aiin. siirvx:': "tî riL x été déjà 

• • V >Wt:îocî:n: * , S."^ : So .. >A:S* : : AB : -fc> ; « pir consê- 
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PROPOSITION XXVIL 
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Deux polyèdres ^semblables sont entre euot 
tojnme les cubes des côtés homologues. 

Car deux polyèdres semblables peuvent être par- H- ^'iP 
tagës en un même nombre de pyramides triangulaires 
semblables chacune à chacune \ Or les deux pyra-^^S. 
^lides semblables ÂPNM, apnm y sont entre elles 
comme les cubes des côtés homologues AM, am, ou 
comme les cubes des côtés homolc^fues AB, ûb. Le 
même rapport aura lieu entre, deux autres pyramides 
homologues (juelconques ; donc la somme de toutes 
les pyramides qui composent un polyèdre, ou le po- 
lyèdre lui-même, est à Fautre polyèdre, comme le 
cube d'un côté quelconque du premier est au cube du 
côté homologue du second» 

Scholie généraL 

On peut présenter en termes algébriques , c'est-à- 
dire de la manière la plus succincte, la récapitulation 
des principales propositions de ce ^vre concernant les 
solidités des polyèdres. 

Soit B la base d'un prisme, H sa hauteiur ; la soli- 
dité du prisme sera B X H ou BH. 

Soit B la base d'une pyramide , H sa hauteur , la 
solidité de la pyramide sera Bx^H , ou Hx-^B, ou 
iBH. 

Soit H la hauteur d'un tronc de pyramide à bases 

parallèles, soient A et B ses bases; i/AB sera la 
moyenne proportionnelle entre elles, et la solidité 

du tronc sera fHx (A + B + v^AB). 
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Soit B la base d\in tix)nc de prisme triangulaire ; 
II, H\ H", les haiiteurs de ses trois sommets supé- 
rieurs, la solidité du prisme tronqué sera jBx (H + 
H M-H'). 

Soient enfin P et yj? les solidités de deux polyèdres 
semblables, A et a deux côtés homolc^[ues de ce» 
polTCflres, on aura P:/?:: A*:a*. 
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LA SPHERE. 



DEFINITIONS. 



i.LiA sphère est un solide terminé par une surface 
courbe, dont tous les points sont également distants 
d'un point intérieur qu'on appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère est produite par fig. aao. 
la révolution du demi-cercle DAE autour du diamètre 
D£ : car la surface décrite dans ce mouvement par la 
courbe DAE aura tous ses points à égales distances du 
centre C. 

II. Le rayon de la sphère est une ligne droite me- 
née du centre à un point de la surface ; le diamètre 
ou axe est une lighe passant par le centre , et terminée 
de part et d'autre à la surface. 

Tous les rayons de là sphère sont ^aux; tous les 
diamètres sont égaux et doubles du rayon. 

III. Il sera démontré * que toute section de la*pr. i. 
sphère , faite par un plan , est un cercle : cela posé , 

on appelle grand cercle la section qui passe par le 
centre , petit cercle celle qui n'y passe pas. 

IV. Un plan est tangent à la sphère lorsqu'il n'a 
qu'un point commun avec sa. surface. 

V. Le pôle d^iin cerclé de la sphère est un point de . 
la surface également éloigné de tous les points de la 
circonférence de ce cercle* On fera voir* que tout*pr.^. 
eercle grand ou petit a toujours deux pôles. 

VI. Triangle sphériqne est une partie de la surface 
de la sphère comprise par trois arcs de grands cercles. 
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Ces arcs, qui s^appellent les côtés du triangle, sont 
toujours supposés plus petits que la demi- circonfé- 
rence. Les angles que leurs plans font entre eux sont 
les angles du triangle. 

VIL Un triangle sphérique prend le nom de rec- 
tanffle, isoscelcy équiUuéral, dans les mêmes cas qu'un 
triangle rectiligne. 

VIII» Polygone sphérique est une partie de la sujp- 
face de la sphère terminée par plusieurs arcs de grands 
cercles. 

IX. Fuseau est la partie de la surface de la sphère 
comprise entre deux demi -grands cercles qui ée ter* 
minent à un diamètre commun. 

X. J'appellerai coin ou onglet sphérique la partie 
du solide de la sphère comprise entre les mêmes demi* 
grands cercles, et à laquelle le fuseau sert de base. , 

XL Pyramide sphérique est la partie du solide de 
la sphère comprise entre les plans d'un angle soU<fe 
dont le sommet est au centre. La base de la pyramide 
est le polygone sphérique intercepté par les mêmes 
plans. 

XII. On appelle zone la partie de la surface de la 
sphère comprise entre deux plans parallèles qui en 
sont les hases. L'un de ces plans peut être tangent i 
la sphère, alors la zone n'a qu'une base. 

XIII. Segment sphérique est la portion du solide 
de la sphère comprise entre deux plans parallèles qui 
en sont les bases. 

L'un de ces plans peut être tangent à la sphère^ et 
alors le segment sphérique n'a qu'une base. 

■^'^- ^^axe ou hauteur d'une zone et d'un segment 
est la distance des deux plans parallèles qui sont les 
bases dé la zone ou du segment. 
% ^^o. XV. Tandis que le demi -cercle DAE tournant au- 
tour du diamètre DE décrit la sphère , tout secteur 
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ùrculaire, comme DGF ou FCH, décrit un solide 
{u^on appdle secteur sphérique. 

PROPOSITION PREMIERE. 

VHSOESKB. 

Toute section de la sphère^ faite par unplah^ 
est un cercle. 

Soit ÂMB la section faite par un plan dans la sphère fig. ^^^ 
dont le centre est C. Du point G menez fa perpendi- 
culaire GO sur le plan AMB, et difFérentes lignes GM, 
GM, à différents points de la courbe ÂMB qui termine 
la section. 

Les obliques GM, CM, GB, sont égales, puisquMles 
sont des rayons de la sphère, elles sont donc égale- 
ment éloignées de la perpendiculaire GO^ ; donc toutes * 5^ ^ 
les lignes OM, OM, OB, sont égales; donc la section 
AMB est un cercle dont le point O est le centré. 

Corollaire h Si la section passe par le centre de la 
sphère , son rayon sera le rayon de la sphère ; dolW 
tous les grands cercles sont i^aux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales; car leur intersection commune, pas- 
sant par le centre, est un diamètre. 

III. Tout grand cercle divise la jsph^re et sa surface 
en deux parties égales; car si, après avoir séparé len 
deux hémisphères, on les applique sur la base com- 
mune en tournant leur convexité du même côté , les 
deux surfaces coïncideront l'une avec l'autre, sans 
quoi il y aurait des points plus près du centre les uns 
que les autres. 

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphère fig. aai, 
-sont sur une même droite perpendiculaire au plan du 
petit cercle. 

y. Les petits cerctes sont dWtant plus petits qu'i^ 
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sont plus éloignés du centre de la sphère ; car plus hi 
distance CO est grande, plus est petite la corde AB 
diamètre du petit cercle AMB. 

VI. Par deux points donnés sur la surface d'une 
sphère, on peut faire passer un arc de grand cercle; 
car les deux points donnés et le centre de la sphère 
sont trois points qui déterminent la position d'un plan. 
Si cependant les deux points donnés étaient aux ex- 
trémités d'un diamètre , alors ces deux points et le 
centre seraient en ligne droite , et il y aurait une infi- 
nité de grands cercles qui pourraient passer par lei 
deux points donnés. 

PROPOSITION IL 

THÉO RE M a. 

fig. a2a. Dans tout triangle sphérique. ABC, zm côté 
quelconque est plus petit que la somme des deux 
autres. 

Soit O le centre de la sphère, et soient menés les 
rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB, 
AOG, COB, ces plans formeront au point O un anglt 
solide, et les angles AOB, AOC^ COB, auront pour 
mesure les côtés AB, AC, BG, du triangle sphérique 
ABC. Or chacun des trois angles plans qui composent 
Fangle solide est moindre que la somme des- deux 

*2i, 3. autres*; donc un côté quelconque du triangle ABC 
est moindre que la* somme des deux autres. 

PROPOSITION III. 

THEOREME. 

Le plus court chemin d'un point à un autre 
sur la surface de la sphère est Varc de grand^ 
ccrclr qui joijit les deux points donnés. 
•»k • 'J. Soit ANB l'arc de grand cercle qui joint les pdints 
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A et 3 9 et éioit hors de cet arc, s'il est possible, M un 
point de la ligne la plus courte entre A et B. Par le 
point M menez les arcs de grands cercles MA, MB, et 
prenez BN=:MB. 

Suivant le théorème précédent l'arc ANB est plus 
court que AM + MB ; retranchant de part et d'autre 
BN = BM, il restera AN< AM. Or la distance de B 
en M, soit qu'elle se confonde avec l'arc BM,. ou 
qu'elle soit toute autre ligne, est égale à la distance de 
fi et N; car en faisant tourner le plan du grand cerx^le 
BM autour du diamètre qui passe par B, on peut ame- 
ner le point M sur le point N, et alors la ligne la plus 
cour|te de M en B, quelle qu'elle soit, se confondra 
avec celle de N en B ; donc les deux chemins de A en 
B, l'un en passant par M, l'autre en passant par N, 
ont une partie égale de M en B et de N en B. Le pre- 
mier chemin est , par hypothèse , le plus court ; donc 
la distance de A en M est plus courte que la distance 
de A en N, ce qui serait absurde, puisque l'arc AM 
est plus grand que AN ; donc aucun poipt de la ligne 
la plus courte entre A et B ne peut être hors de l'arc 
ANB; donc cet arc est lui-même la ligne la plus courte 
entre ses extrémités. 

PROPOSITIONi IV; 

THEOREME. 

p 

. La somme des trois côtés d'un triangle sphé- 
rique est moindre que la circonférence d'un grand 
cercle. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque ; pro» %. aa4. 
longez les côté^ AB, AC, jusqu'à ce quHls se rencon- 
trent de nouveau en D. Les arcs ABD, ACD, seront 
des demi-eirconférences, puisque deux grands cercles 
se coupent toujours en deux parties égales * ; mais dans * i. 
h triangle BCD on a le côté BG < BD + CD* ; ajoutant * a. 
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de part et d'autre ÂB + AG, on aura AB + AC + BG 
< ABD + ACD , c'est-à-dire plus petit qu'une circon* 
fërence. 

PROPOSITION V. 



THBOIlâlIB. 



La somme des côtés de tout polygone sphé* 
riqiie est moindre que la circonférence d*un grand 
cercle. 
fig. nftS. Soit, par exemple, le penta^ne ABCDE : prokm- 
gez les cotés AB, DC, jusqu'à leur rencontre ea F; 
puisque BC est plus petit que BF + CF, le contour dn 
pentagone ÂBCDE est plus petit que celui dUi qnadrip 
latere AEDF. Prolongez de nouveau les oAtét A£, 
FD, jusqu^à leur rencontre en G, on aura £D<EG 
+ GD: donc le contour du quadrilatère AEDF eit 
plus petit que celui du triangle AFG; cekd-ci est fba 
petit que la circonférence d^im grand cercle ; 
Jhriiori le contour du polygone ABCDE est 
que cette même circonférence. 

ScJioiie. Cette proposition est au fond la même que 
la xxii^ du livre t ; car, si O est le centre de la sphère, 
9n peut imaginer au point O un angle solide Ibnné 
par les auifles plans AOB, BOC, COD, etc., et la 
Si^n.ine de ces angles doit être plus petite que qna^ 
ani:!es droits, ce qui ne diffère pas de la |»opaârino 
prt\<ente. La démonstration que nous tcdobs de don- 
r.er t^t différente de celle du livre v; Tune et Fautr» 
jurj^sont que le polT^j-one ABCDE est cDorexe^oA 
qu auv^un cote pu^lon^'^é ne cx>uf>e la figure. 

PROPOSITIOX VL 
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N. i-»'/ »\\- 7?r it-" uî\277:.etre DE perpftJidiailaàTe 
,::- i^raud cercle AMB, les extrémités 
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ù et E de ce diamètre seront les pôles du cercle 
^MB, et de tous les petits cercles^ comme FNG, 
'jui lui sont parallèles. . 

, Car DC , étant perpendiculaire au plan AMB , est 
perpendiculaire à toutes les droites G A , CM , GB , etc. 
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs 
DA , DM , DB , etc. , sont des quarts de circonférence : 
il en est de même des arcs £A, EM, £B , etc. ; donc 
les points D et £ sont chacun également éloignés de 
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont 
les pâles de cette circonférence *. dëf. 5. 

- En second lieu , le rayon DC , perpendiculaire au . . 
plan AMB , est perpendiculaire à son parallèle FNG ; 
donc il passe par le centre O du cercle FNG *; donc * i. 
si on tire les obliques DF , DN , DG , ces obliques s'é- 
éarteront également de la perpendiculaire DO et seront 
égales. Mais les cordes étant égales , les arcs sont 
égaux ; donc tous les arcs DF, DN, DG, etc. sont égaux 
entre eux ; donc le point D est le pôle du petit cercle 
FNG , et par la même raison le point E est Fautre pôle. 

. Corollaire I. Tout arc DM mené d'un point de l'arc 
de grand cercle AMB à son pôle est un quart de cir- 
Gonférence, que nous appellerons pour abréger un 
quadrans y ou un quadrant, et ce quadiant fait en 
même temps un angle droit avec l'arc AM. Car la ligne 
DC étsudt perpendiculaire au plan AMC, tout plan 
DMC qui passe par la ligne DG est perpendiculaire au 
plan AMC * ; donc l'angle de ces plans , ou suivant la « i8, 6. 
déf. VI , l'angle AMD , est un angle droit. 

II. Pour trouver le pôle d'un arc donné AM, menet 
l'arc indéfini MD perpendiculaire à AM, prenez MD 
égal à un quadrant , et le point D sera un des pôles 
de l'arc MD j ou bien menez aux deux points A et M 
les arcs AD et MD perpendiculaires à AM, le point de 
concours D de ces deux arcs sera le pôle demandé. 

Sept, Edit, i4 
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111. Réciproquement , si la distance du point D à 
chacun des points Â et M est égale à un quadrant , je 
4i^ que le point t) sera le pôle de Parc AM , et qu'en 
même temps les angles DAM, AMD, seront droits. 

Car soit C le centre de la sphère , et soient menés les 
rayons CA , CD, CM : puisque les angles AGD, HCD, 
sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux 
droites CA , CM ; donc elle est perpendiculaire à leur 
plan ; donc le point D est le pôle de Tare AM ; et par 
suite les angles DAM, AMD^ sont droits. 

Scholie. Les propriétés des pôles permettent de twn 
cer sur la surface de la sphère des arcs de cercle avec 
la même facilité que sur une surface plane. On Toit, 
par exemple^ qu'en faisant tourner l'arc DF ou toute 
autre ligne de même intervalle autour du point D , 
l'extrémité F décrira le petit cercle FNG ; et si on &it 
toiu'ner le quadrant DFA autour du point D, Fei- 
trémité A décrira l'arc de grand cercle AM. 
' S'il faut prolonger Varc AM , ou si on ne donne que 
les points A et M par lesquels cet arc doit passer, on 
déterminera d'abord le pôle D par l'intersection de 
deux arcs décrits des points A et M comme centres 
avec un intervalle égal au quadrant. Le pôle D étant 
trouvé^ on décrira du point D, comme centre et avec 
le même intervalle, l'arc AM et son prolongement. 

Enfin, s'il faut du point donné P abaisser un arc 
perpendiculaire sur l'arc donné AM , on proloi^ra 
celui-ci en S jusqu'à ce que l'intervalle PS soit é^l à 
un quadrant ; ensuite du pôle S et du même intervalle 
on décrira l'arc PM, qui sera l'arc perpendiculaire de- 
mandé* 
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PROPOSITION VIL 

* 

THBOHBMÈ. 

Tout plan perpendiculaire à r extrémité d'un 
rayon est tangent à la sphère, 

iSoit FAG un plan perpendiculaire à rextrémité du ^- *'*^- 
rayon OA \ si on prend un point quelconque M sur 
ce plan , et qu'on joigne OM et AM , Tangle OAM sera 
droit, et ainsi la distance 0]\{ sera plus grande que 
OA. Le point M est donc hors de la sphère; et, comme 
il en est de même de tout autre point du plan FAG , 
il s'ensuit que ce plan n'a que le seul point A com- 
mun avec la surface de la sphère ; donc il est tangent 
i cette surface *. * dét 4.- 

Scholie. On peut prouver de même que deux sphères 
n'ont qu'un point commun , et sont par conséquent 
tangentes l'une à l'autre, lorsque la distance de leurs 
centres est égale à la somme ou à la différence de 
leurs rayons : alors les centres et le point de contact 
sont en ligne droite. 

PROPOSITION VIII. 



A 



THEOREME. 



U angle BAC que font entre eux deux arcs de fig. aa6. 
grands cercles AB , AC , est égal à l'angle FAG, 
formé par les tangentes de ces arcs au point A : 
il a aussi pour mesure l'arc DE, décrit du point 
A comme pôle entre les côtés AB, kC^ pro longés ^^ 
s'il est nécessaire. 

Car la tangente AF, menée dans le plan de l'arc 
AB , est perpendiculaiie au rayon AO ; la tangente 
AG , menée dans le plan de l'arc AC , est perpendi- 
culaire au même rayon AO. Donq l'angle FAG est 
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* «7> ^- égal à Tangle des plans OAB , OAC * , qui est celui de^ 
arcs AB , AC , et qui se désigne par BAC. 

Pareillement, si Tare AD est égal à un quadrant, 
ainsi que AE, les lignes OD, OE, seront perpendicu- 
laii^s à AO , et Tangle DOE sera encore égal à Fangle 
des plans AOD , AOE ; donc Tare DE est la mesure de 
Tangle de ces plans , ou la mesure de l'angle CAB. 

Corollaire, Les angles des triangles sphériques peu- 
yent se comparer entre eux par les arcs de grands ce^ 
clés décrits de leurs sommets comme pôles et compiis 
entre leurs côtés : ains» il est facile de faire un anj^e 
égal à un angle donné. 
fi|. i38. Scholie. L^angle ACO est ^al à son opposé an som- 
met BCN : Tun ou l'autre est toujours l'angle finrmé 
par les deux plans ACB, OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre de deox arcs 
ACB, OCN^ les deux angles adjacents AGO, OCB, 
pris ensemble, raient toujours deux angles droits. 

PBOPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

fij:. »' Étant tlonnê le tn'anfle ABC , .<f des points 
A * B ^ C * ci^mmc />t>/e> , on ilccnt for arcs EF , 
FO* DE^ qu: forment le triano/e DEf ; récipro- 
quement les tro:s points D • E . F * seront les 
/\\es Jes t\'/<'jf BC, AC AB, 

i\jir le point A étant le p!*le de Tarx^ £F« la distance 
A F e::^! un quAilrant : le point C eruit le pâle de Tare 
l^^V, *u o:<raîuv CF e>î pAr^ilieiuerî uu quadrant; 
\lov,^' *<- ;n^;:'.î F c>î c..v^i:e v;*u:î cuJK'lriLG: de chacun 

'^^ ' \^ '. ^-.s .*,s^ '.:îvv^ or :v,:*:r.c eue D e>: ^e r^^ie de Tare 

« M, 

^ ' ' • ' V *\ *.v *;* :r:Aroe AFO pet:: être décrit 
'o v.vxxv. ,;o VLF, xV>:ï:sic I?Li^ ruj" k moTen de 

Km 
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PROPOSITION X, 

THBOEEMB. 

Les mêmes choses étant posées que dans le 
théorème précédent , chaque angle de Van des 
triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi- %2i:- 
circonférence moins le côté opposé dans Vautre 
triangle. 

Soient prolongés, s'il est nécessaire, les côtés AB, 
AC, jusqu'à la rencontre de EF en 6 et H ^ puisque 
le point A est le pôle de l'arc GH , l'angle A aura pour 
mesure l'arc GH. Mais l'arc EH est un quadrant 
ainsi que GF , puisque E est le pôle de AH , et F le 
pôle de AG ; donc EH + GF vaut une demi-circon- 
férence. Or EH + GF est la même chose que EF + 
GH ; donc l'arc GH qui mesure l'angle A est égal à 
une demi -circonférence moins le côté EF; de même 
l'angle B aura pour mesure 7cm?. — DF, et l'angle C, 
\circ. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles , puisqu'ils se décriveiiA^e la même manière 
l'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que 
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me- 
sures respectivement \circ, — BC , ^circ. — AC , \circ. 
. — AB. En effet l'angle D, par exemple, a pour me- 
sure l'arc MI ; or MI + BC = MC + BI = -,circ. : 
donc l'arc MI , mesure de l'angle D , = ^circ. — • BC , 
•et ainsi des autres. 

Scholie, Il faut remarquer qu'outre le triangle DEF fig. vi%. 
.on en pourrait former trois autres par l'intersection 
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac- 
tuelle n'a lieu que pour le triangle central, qui est 
distingué des trois autres en ce que les deux angles A 
•et D sont situés d'un même côté de BC , les deux B fig. 2a^ 
et £ d'un même côté de AC , et les deux C et F d'un 
même côté de AB. 
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On donne différents noms aux deux triangles ABC, 
DEF : nous les appellerons triangles polaires. 

PROPOSITION XI. 



li s M M E» 



ff . U9. Étant donné le triangle ABC y si du pâle A et 
de l'intervalle AC on décrit Varc de petit cercle 
DEC ; si du pôle B et de l'intervalle BC on décrit 
pareillement l'arc DFC , et que du point Ti^où, 
tes arcs DEC, DFC, se couperont y on mené les 
arcs de grands cercles AD , DB ; je dis que le 
triangle ADB ainsi formé aura ses parties égales 
à celles du triangle ACB. 

Car par constructian le c6té AD = AC, DB =BC, 
AB est commun ; donc ces deux triangles ont les o6tés 
égaux chacun à chacun. Je dis maintenant que les 
angles opposés aux côtés égaux sont égaux. 

En effet, si le centre de la sphère est supposé en 
O , on peut conceroir un angle solide formé au point 
O par les trois angles plans AOB , AOC , BOC ; on 
peut concevoir de néme un second angle solide formé 
par les trois angles plans AOB , AOD , BOD« Et puis- 
que les côtés du triangle ABC sont ^aux à ceux da 
triangle ADB , il s'ensuit que les angles plans qui 
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles 
plans qui forment Tautre angle solide, chacun à 

* 3I, 5. chacun : mais dans ce cas il a été démontré * que ks 
plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale- 
ment inclinés entre eux ; donc les angles du triangle 
sphérique DAB sont égaux à ceux du triangle CAB, 
savoir DAB = BAC, DBA = ABC, et ADB=:AC8; 
donc les cv>tt's oc les angles du triangle -\DB sontéçsix 
aux côtés et au\ angles du triangle ACB. 

SehoiU\ l. éii^Ute de ces triangles n*est cependiitS 
pas une é^^licc obcK^Iuc ou de superposition , car il 
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serait impossible de les appliquer l'un sur l'autre 
exactement, à moins qu'ils ne fussent isosceles. L'éga- 
lité dont il s'agit est ce que nous avons déjà appelé 
une égalité par symmétrie , et par cette raison nous 
appellerons les triangles ÂCB , ADB , triangles syn^ 
métriques, 

PROPOSITION XII. 



THÉO r£mE. 



Deux triangles situés sur la même sphère , ou 
sur des' sphères égales^ sont égaux dans toutes 
leurs parties y lorsqu'ils ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux chacun à chacun. 

Soit le côté AB = EF , le côté AC = EG , et l'angle H- ^^^o. 
BAC = FEG , le triangle EFG pourra être placé sur 
le ûiangle ABC ou sur son symmétrique ABD , de la 
même manière qu'on superpose deux triangles recti- 
lignes qui ont un angle égal compris entre côtés 
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG seront 
égales à celles du triangle ABC, c'est-à-dire qu'outre . 
les trois parties qui sont supposées égales , on aui*a le 
côté BC=FG, l'angle ABC = EFG, et l'angle ACB 
= EGF, 

PROPOSITION XIII. 

THSOREXC. 

Deux triangles situés sur la même sphère y ou 
sur des sphères égales, sont égaux dans toutes 
leurs parties , lorsqiCils ont un côté égal adja- 
cent à deux angles égaux chacun à chacun. 

Car l'un de ces triangles peut être placé sur l'autrô 
ou sur son symmétrique, comme on le fait dans le 
cas pareil des triangles rectilignes. Voyez prop. Vlf^ 
lii^. I. ^ 
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PROPOSITION XIV. 

THEOREME. 

Si 'deux triangles situés sur la même sphère, 
ou sur des sphères égales , sont équilatéraux 
entre eux, ils seront aussi èquiangles^ et les angles 
égaux seront opposés aux côtés égaux. 
fig. 229. Cela est manifeste par la proposition xi , où Ton a 
vu qu^avec trois côtes donnés ÂB ^ ÂC , BC , on ne 
peut faire que deux triangles ÂCB , ÂBD , différ^dts 
quant à la position des parties , mais égaux quant i . 
la grandeur de ces mêmes parties. Donc deux triangles 
équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux ^ on 
au moins égaux par symmétrie ; dans Fun et l'autre 
cas ils sont équiangles , et les angles égaux 3ont oppo* 
ses aux côtés opposés. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

■ 

Dans tout triangle sphérique isoscele les angles 
opposes aux côtés égaux sont égaux; et récipro- 
quement , si deux angles dun triangle sphérique 
sont égaux j le triangle sera isoscele. 
H '^^ï- x^ Soit le côté AB = AC ; je dis qu'on aura Tangle 
C = B : car si du sommet A au point D , milieu de la 
base, on mené l'arc AD, les deux triangle^ ABD, 
ADC , auront les trois côtés égaux chacun à chacun ; 
savoir , AD commun , BD = DC , et AB = AC : donc^ 
par le théorème précédent , ces triangles auront les 
angles égaux , et on aura B = C. 

:>.« Soit Tangle B = C ; je dis qu'on aura AC == AB : 
car si le côté AB n'est pas égal à AC, soit AB Iç plus 



grand des deux , prenez BO = AC , et joignez OC. 
Les deux côtés BO , BC , sont égaux aux deux AG , BG; 
Fangle compris par les premiers OBG est égal à l'angle 
compris par les seconds AGB. Donc les deux triangles 
■ BOG , AGB , ont les autres parties égales *, et on a * 1%, 
Tangle OCB = ABC : mais Tangle ABC , par hypothèse, 
= ACB; donc on aurait 0GB = AGB, ce qui est im- 
possible; donc on ne peut supposer AB différent de 
AC ; donc les côtés AB , AG , opposés aux angles égaux 
B et C , sont égaux. 

Scholie. La même démonstration prouye que l'angle 

BAD = DAC, et que Fangle BDA = ADC. Donc ces 

deux derniers sont droits; donc Parc mené du som^ 

met d^un triangle isoscele au milieu de sa base est 

perpendiculaire à cette base, et diçise Pangle du som/» 

met en deux parties égales. 

PROPOSITION XVL 

THEOREME. 

Dans un triangle sphérique ABC, si r angle A fig. 232. 
est plus grand que V angle B , le côté BC opposé 
ù r angle A sera plus grand que le côté AC 0/?- 
posé à l'angle B ; réciproquement , si le côté BG 
est plus grand que CA , V angle A sera plus grand 
que r angle B. • ^ 

I® Soit l'angle A > B , faites l'angle BAD z= B , vous 
aurez AD =: DB * : mais AD + DG est plus grand que * i5. 
AC ; à la place de AD mettant DB , on aura DB + DG 
ou BC > AC. 

!2<> Si on suppose BC > AC , je dis que l'angle BAC 
«era plus grand que ABC : car, si BAC était ^al à 
ABC , on aurait BC = AC ; et si on avait BAC < ABC , 
on aurait par ce qui vient d'être démontré BC < AC ; 
ce qui est contre la supposition. Donc l'angW BAC 
est plus grand que ABC* 
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PROPOSITION XVIL 



THEOREME. 



fig 253. Si les deux côtés AB , AC , du triangle sphé- 
rique ABC sont égaux aux deux côtés DE., DF, 
du triangle. DEF tracé sur. une sphère égale ^ si 
en même temps U angle A est plus grand que 
r angle D , je dis que le troisième. côté BG du pre- 
mier triangle sera plus grand que le troisième 
£F du second. 

La démonstration est absolument semblable à oelli 
de Uprop.x, livrez. 

PROPOSITION xviri. 

PROBLÂME. 

Si deux triangles tracés sur la même sphère 
ou sur des sphères égales sont équiangles entre 
eux , ils seront aussi équilatéraux. 

Soient A et B les deux triangles donnés , P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans 
les triangles A et B, les côtés seront ^aux dans les po- 

* 10. laires P et Q * : mais de ce que les triangles P et Q sont 

équilatéraux entre eux, il s'ensuit qu'ils sont aussi 

* 14. équiangles "^ ; enfin , de ce que les angles sont ^aux 

* 10. dans les triangles P elQ, il s'ensuit * que les côtés sont 

égaux dans leurs polaires A et B. Donc les triangles 
équiangles A et B sont en même temps équilatéraux 
entre eux. 

On peut encore démontrer la même proposition 
sans le secours des triangles polaires. 
fig. 2 J4. Soient ABC , DEF , deux triangles équiangles entre 
eux, de sorte qu'on ait A = D, B = E , G = F ; je dis 
qu'on aura le côté AB = DE , AC = DF, BC = EF. 
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Sur le prolongement des côtés ÂB , AG , prenez AG 
= DE , et AH =rDF ; joignez GH , et prolongez les arcs 
BC , GH , jusqu^à ce qu'ils se rencontrent en I et K. 

Les deux côtés AG , AH , sont par construction 
égaux aux deux DF, DE; Tangle compris GAH=:BAG 
= ËDF ; donc * les triangles AGH , DEF , sont égaux * 12. 
dans toutes leurs parties, donc Tangle AGH = DEF 
= ABC , et l'angle AHG = DFÊ = ACB. 

Dans les triangles IBG, KBG, le côté BG est com- 
mun j l'angle I6B = GBK ; et puisque IGB + BGK est 
égal i deux droits , ainsi que GBK + IBG , il s'ensuit 
que BGK = IBG. Donc les triangles IBG , GBK, sont 
^aux *, donc IG = BK , et IB = GK. ♦ i3. 

Pareillement^ de ce que l'angle AHG = ACB, on 
conclura que les triaugles ICH ^ HCK^ ont un côté égal 
adjacent à deux angles égaux ; donc ils sont ^aux ; 
donc IH = CK, et HK = IC. 

Maintenant^ si des égales BK , IG , on retranche les 
égales CK, IH, les restes BC, GH^ seront égaux. D'ail- 
leurs l'angle BCA = AHG, et l'angle ABC = AGH. 
Donc les triangles ABC , AHG , ont un côté égal ad- 
jacent à deux angles égaux ; donc ils sont égaux : 
mais le triangle DEF est égal dans toutes ses parties 
au: triangle AHG; donc il est égal au3si au triangle 
ABC , et on aura ÀB = DE , AC =;z DF, BC = EF; 
donc, si deux t;riaugles sphériques sont équiangles 
entre eux , les côtés opposés aux angles égaux seront 

Sçholie. Cette proposition n'a, pas lieu dans les 
triangles rectilignes, où de l'égalité des angles on ne 
peut conclure que la proportionnalité des côtés. Mais 
il est aisé ie rendre compte de la différence qui se 
trouve à cet égard entre les triangles rectilignes et 
les triangles sphériques. Dans la proposition présente, 
^nsi que dans les. prop. xu , xiii , xxv et xvii , oit 
il s'agl( de la comparaison des triangles, il est dit 
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expressément que ces triangles sont tracés sut la 
même sphère ou sur des sphères égales. Or les ares 
semblables sont proportionnels aux rayons; donc, 
sur des sphères égales, deux triangles ne peuvent 
être semblables sans être égaux. Il n-est donc pas 
surprenant que l'égalité des angles entraine Tégilité 
des côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés 
«ur des spherès'inégales ; alors les angles étant égaux, 
les triangles seraient semblables , et les côtés homo* 
logues seraient entre eux comme les rayons des 
sphères. 

PROPOSITION XIX- 

THÉORBMS. 

La somme des angles de tout triangle sphi- 
rique est moindre que six et plus grande que 
deux angles droits. 

Car i*^ chaque angle d'un triangle sphérique est 
moindre que deux angles droits {voyez le scholîecl' 
après ) ; donc la somme des trois angles est moindre 
que six angles droits. 

2^ La mesure de chaque angle d'iin triangle sphé- 
rique estéglsile à la demi -circonférence moins te côté 
*io. correspotidant du triangle polaire*; donc la somme 
des trois angles a pour mesure trois demi -circonfé- 
rences moins la somme des côtés du triangle polake. 
Or cette dernière somme est plus petite qu'une cir- 
4 . conférence * ; donc , en la retranchant de trois demi- 
circonférences , le reste sera plus grand qu'une demi- 
circonférence , qui est la mesure de deux angles 
droits ; donc i^ la somme des trois angles d'un triangle 
sphérique est plus gi'ande que deux angles droits. 

Corollaire I, La^ somme des angles d'un trianjgle 
sphérique n'est pas constante comme celle Aes tri- 
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angles rectilignes; elle varie depuis deux angles droits 
jusqu'à six, sans pouvoir être égale à l'une ni à l'autre 
limite. Ainsi deux angles donnés ne font pas connaître 
le troisième. 

Corollaire II. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits , deux ou trois angles 
obtus. 

Si le triangle ABC est bi^ rectangle , c'est-à-dire fig.a35. 
s'il a deux angles droits B et G , le sommet A sera le 
-pôle de la base BC * ; et les côtés AB , AC , seront des * q, 
quadrants. 

Si en outre l'angle A est droit, le triangle ABC sera 
tri-rectangle y ses angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri -rectangle est contenu 
huit fois dans la surface de la sphère ; c'est ce que l'on 
voit par la fig. 236 , en supposant l'arc MN égal à un 
quadrant. 

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré- 
cède , et conformément à la définit, vi , que les trian- 
gles sphériques ont leurs côtés toujours plus petits 
que la demi -circonférence; alors il s'ensuit que les 
angles sont toujours plus petits que deux angles droits : 
car, si le côté AB est moindre que la demi-circonfé- fig. 224. 
rence , ainsi que AC , ces arcs doivent être prolongés 
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles 
ABC , CBD , pris ensemble , valent deux angles droits ; 
donc l'angle ABC tout seul est moindre que deux 
angles di^oits. 

Nous observerons cependant qu'il existe des trian* 
gles sphériques dont certains côtés sont plus grands 
que la demi - circonférence , et certains angles plus 
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge 
le côté AC en une circonférence entière AGE, ce qui 
reste, en retranchant de la demi -sphère le triangle 
ABC , est un nouveau triangle , qu'on peut désigner 
aussi par ABC, et dont les côtés sont AB^ BC, A£C. 
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On voit donc que le côte AEC est plus grand que U^ 
demi -i circonférence Â£D ; mais en même temps Fan- 
gle opposé en B surpasse deux angles droits dé la 
quantité CBD. 

Au reste si on a exclu de la définition les triangles 
dont les côtés et les angles sont si grands, c^ést que 
leur résolution ou la détermination de leurs parties 
Se réduit toujours à celle des triangles renferma dans 
la définition. En effet on Toit aisément que si on: 
connaît les angles et les côtés du triangle ABG , on 
connaîtra immédiatement les angles et les- côtés du 
triangle qui est le reste de la demi-sphere. 

PROPOSITION XX. 

THBORâMS. 

«g. a36. Le fuseau AMENA est à là surface de là sphère 
comme V angle M AN de ce fuseau est à quatre 
angles droits , ou comme l'arc MN qui mesure 
cet angle est à la circonférence. 

Supposons d'abord que l'arc MN soit à la circon- 
férence MNPQ dans un rapport rationnel , par exem- 
ple, comme 5 est à 48. On divisera la circonférence 
MNPQ en 48 parties égales , dont MN contiendra 5 ^ 
joignant ensuite le pôle A et les points de division 
par autant de quarts de circonférence , on aura 48 tri- 
angles dans la demi -sphère AMNPQ, lesquels seront 
tous égaux entre eux , puisqu'ils auront toutes leurs 
parties égales. La sphère entière contiendra donc g6 
de ces triangles partiels , et le fuseau AMBNA en con- 
tiendra 10; donc le fuseau est à la sphère comme 10 
est à 96, ou comme 5 est à 48^ c'est-à-dire comme 
l'arc MN est à la circonférence. 

Si l'arc MN n'est pas commensurable avec la cir- 
conférence , on prouvera par le même raisonnement 
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dont on a déjà vu beaucoup d'exemples , que le fuseau 
est toujours à la sphère comme Tare AIN est à ta cir- 
conférence. 

Cçrollaire I. Peux fuseaux sont entre eux comme 
leurs angles respectifs. 

Corollaire II. On a déjà vu que la surface entière 
de la sphère est égale à huit triangles tri-rectangles * ; * 19. 
donc, si Taire d'un de ces triangles est prise pour 
l'unité , la surface de la sphère sera représentée par 8. 
Gela posé , la surface du fuseau dont Tangle est A sera 
exprimée par 2 A (si toutefois l'angle A est évalué 
en prenant l'angle droit pour unité); car on a 2A:8 
';: A:4- Il 7 a donc ici deux unités différentes; l'une 
pour les angles , c'est l'angle droit ; l'autre pour -les 
surfaces, c'est le triangle sphérique tri -rectangle, ou 
celui dont tous les angles sont droits , et les côtés des 
quarts de circonférence. 

Scholie. L'onglet sphérique compris par les plans 
AMB, ANB, est au solide entier de la sphère comm^ 
l'angle A est à quatre angles droits. Car les fuseaux 
étant égaux, les onglets sphériques seront pareille- 
ment ^aux : donc deux onglets sphériques sont entre 
eux comme les angles formés par les plans qui le^ 
comprennent. 

PROPOSITION XXL 



THEOREME. 



Deux triangles sphériques yrmmétriques sont 
égaux en surface. 

Soient ABC, DEF deux triangles symmétriqued, fg. a3:. 
c^est-à-dire deux triangles qui ont les côtés égaux, AB 
= DE, AC = DF, CB = EF, et qui cependant ne 
pourraient être superposés ; je dis que la surface ABQ 
est égale à la surface DEF. 
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' Soit P le pôle du petit cercle qui passerait par tes 
trois points A, B, G (i) ; de ce point soient menés les 

* ^- arcs égaux * PA , PB , PC ; au point F faites Fangk 
DFQ = AGP, Parc FQ = GP, et joignez DQ , EQ. 

Les côtés DF, FQ, sont égaux aux côtés AC, GP; 
l'angle DFQ = AGP ; donc les deux triangles DFQ, 

* 13* AGP, sont égaux dans toutes leurs parties"^; donc le 
côté DQ = AP, et l'angle DQF = APG. 

Dans les triangles proposés DFE , ABG , les angles 
DFE, AGB, opposés aux côtés égaux DE, AB, étant 

*"• égaux*, si on en retranche les angles DFQ, AGP, 
égaux par construction , il restera l'angle QFE égal à 
PGB. D'ailleurs les côtés QF, FE, sont égaux' aux 
côtés PG , GB ; donc les deux triangles FQE , CPB , 
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le côté 
QE == PB , et l'angle FQE = GPB. 

Si on observe maintenant que les triangles DFQ, 
AGP, qui ont les côtés égaux chacun à chacun , sont 
en même temps isosceles , on verra qu'ib peuvent s'ap- 
pliquer l'un sur l'autre ; car , ayant placé PA sur son 
égal QF , le côté PG tombera sur son égal QD , et 
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul : 
donc ils sont égaux , donc la surface DQF = APG. 
Par une raison semblable la surface FQE == GPB , et 
la surface DQE = APJB; donc on a DQF + FQE — 
DQE = APG + GPB — APB ; ou DFE = ABG ; donc 
les deux triangles symmétriques ABG, DEF, sont 
égaux en surface. 

Scholie, Les pôles P et Q pourraient être situés au- 
dedans des triangles ABG , DEF ; alors il faudrait 
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour 

(i) Le cercle qui passe par les trois points A, B , G , ou qui 
est circonscrit au triangle ABC , ne peut être qu'un petit cercle 
de la sphère ; car, si c'était un grand cercle, les trois côtés AB, 
BC , AC , seraient situés dans un même plan , et le triangle ABC 
se réduirait à un de ses côtés. 
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en tH>nipoàer le triangle DEF, et pareillement il fau- 
drait ajouter les trois triangles APC , GPB, ÂPB^ pour 
en composer le triangle ABC ; d'ailleurs la. démonstra- 
tion et la i^onclusion seraient toujours les mêmes. 

PROPOSITION XXIL ' 

THÉO&âlfS. 

Si deux grands cercles AOB , COD , se coupèM\. vs 
comme on voudra dans i hémisphère AOCBD , 
Ja somme des triangles opposes AOC, BOD , sera 
égale au fuseau dont F angle est BOD, 

Car, en prolongeant les arcs OB, OD , dans l'autre 
hémisphère jusqu'à leur rencontre en N , OBN sera 
une demi-circonférence , ainsi que AOB ; retranchant 
de part et d'autre OB, on aura BN=:AO. Par une* 
raison semblable on a DN = GO , et BDz=z AC ; donc 
les deux triangles AOC , BDN, ont les trois côtés égaux : 
d'ailleurs leur position est telle qu'ils sont symmétri- 
ques Pun de l'autre ; donc ils sont égaux en surface^ , « ai. 
et la somme des triangles AOC, BOD, est équivalente 
au fuseau OBNDO dont l'angle est BOD. 

Sùholiè, n est clair aussi que les deux pyramides 
sphériques qui ont pour bases les triangles AOG , 
BOD, prises ensemble, équivalent à l'onglet spbé- 
rique 4ont l'angle est BOD. 

PROPOSITION XXIII. 

«THéORÊMS. 

M 

• ' . • ' ' ' ' 

LâsurfiLce d^un triangle spkérique quelconque 
a pour mésute Vexcès dé ia somme de ses trois 
angles sur deux angles droits.- 

^ Soit ABC' le 'mamgl€ipty>pesé ; prolongea ses côtés % !i^>Q. 
' Sept. Ed. ■■■—•■:■ .:-■•■-■- - ■ • "^^l'S^ ■ ^•- 
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jusqu^à ce qu^ rencontrent le grand cercle DEF6 î 
mené comme oi? voudra hors du triangle. En Tcrtu dvk 
théorème précédent , les deux triangles ÂDE , AGH , 
pris ensemble, équivalent au fuseau dont Tangle est 
*^' A) et quva pour mesure aA* : ainsi on aura ADEHh 
AGH = 2 A ; -par une iaison semblable B6F + BID 
= aB y ClH + CFE = aC. Mais la somme de ces six 
triangles excède la demi - sphère de deux fois le tri* 
-«ngle ABC , d^ailleurs la demi-sphere est représentée 
par 4 9 donc le double du triangle ABC est égal à aA 
4- aB -f- aC — 4? c* par conséquent ABC = Anh B 
+ C — a f donc un triangle sphérique a pour mesure 
^a somme de ses angles moins deux angles droits. 

Corollaire I. Autant il y aura dVngles droits dans 
cette mesure , autant le triangle proposé contiendra 
de triangles tri-rectangles ou de huitièmes de sphère 
* ao. qui sont Funité de surface"^. Par exemple, si les angles 
sont égaux chacun aux 4 d^un angle droit , alors les 
trois angles vaudront 4 angles, droits , et le triangle 
proposé sera représenté par 4 — a ou a ; donc il sera 
égal à deux triangles tri-rectangles ou au quart, de la 
surface de la sphère. 

Corollaire II. Le triangle sphérique ABC est équi- 
valent au fuseau dont Tangle est ■ — i ; de 

même la pyramide sphérique , dont la base est 
ABC , équivaut à Tonglet sphérique dont Fangle | 

A4-B+C ! 

est j — •^— I. ... ^ I 

Scholle. En même temps qu^on compare le triangle ! 
sphérique ABC au triangle tri - rectangle , la pyra- 
mîde sphérique qui a pour base ABC se compare avec 
la pyramide tri - rectangle , et il en résulte la même 
proportion. L'angle solide au sommet de la pyramide . 
se compare de même avec Tangle solide au sommet ( 
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai- ^^ 
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SOB s'établit par la coïncidence des parties. Or, si 
les bases des pyramides coïncident, il est évident, qae 
les pyramides elles-mêmes coïncideront, ainsi que 
les angles à leur sommet De là résultent plusieurs 
conséquences. 

i^ Deux pyramides triangulaires spbériques sont 
entre elles comme leurs bases!; et, puisqu'une pyra* 
mide polygonale peut se partager en plusieurs :pyi*a-r 
mifes triangulaires , il s'ensuit que deux pyramides 
spbériques quelconques sont entre elles comme les 
polygones qui leur servent de bases. 

30 Les angles solides au sommet des lâémés pyra* 
mideS'Sont également dans la proportion des bases ; 
donc , pour comparer deux angles âolides quelcon- 
ques , il &ut placer leurs sommets au centre de deax 
sphères égales , et ces angles solides seront entre eux 
comme les polygones spbériques interceptés entre 
leurs plans ou faces. 

L'angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est 
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet 
angle, qu'on peut appeler anffk solide droit ^ est très-* 
propre à servir d'unité de mesure aux autres aiigtes 
solides. Gela posé , le même nombre qui donne l'aii^ 
du polygone spbérique donnera la mesure de l'angle 
solide correspondant. Par exemple , si l'aire du poly- 
gone spbérique est | , c'est-à-<Urè s'il est les 7 du 
triangle tri - rectangle , Tangle solide correspondant 
sera aussi ^ de l'angle soUde droite . , 

PROPOSITION XÏIV. 
THiiokivt.- 

I 

La sur/ace éCun polygone sphérique a pour^ 
mesura l<i somme .de^s^ w^lfiSf moins ie. prQ:^^ 

^5> 



duit de deux angles droits par le nombre des 
côtés du.polygone moins deux. 
iig. 240. D'ÙD' ineme sommet A 'soient menées' à tous les 
' autres 5Qnimets les diagonales ÂC, AD; le polygone 
ABCDE sera partagé en autant de triangles moins 
deux <{u'il a de côtés«. Mais la sur&ce de chaque tri- 
angle a pour mesure la, somme de ses angles moins 
deux aitgles droits , et il est clair que la somme de tons 
les. angles des. triangles est égale à la sommé des ai^es 
du polygone : donc la surface du polygone est égale à 
la somme de ses angles dimimiée d'autant de fois deux 
cingles droits qu'il a de. côtés moins deux. 

. $cIiolie.. Soit, s la somme des angles d'un polygone 
sphériqi^e , . n le nombice de ses côtés ; l'angle droit 
étfuit . supposé l'unité ,. la. surface du polygone aura 
fç^z^^uie s — 2 (rt.-T-a) ou 5 — 2»+4. 

PROPÔSÎtlON XXV, 
tHéoaâME. 

■ ' • • • ■ 1 , . • 

,.Soit S le nombre des. anglfis solides d* un polyèdre y H k 
nombre de ses faces y^le nowjbre de ses arêtes ;je dis qu'on 
aura loujours S + H :;:;= ^tA": ?• 

{^rtînez au*dedans du pplyèdre un point d'où yous nene- 
fez des lignes droites aux, soinmets de tous ses angles \ ima- 
ginez* ensuite que dn même point comme centre on décrive 
line surface spîi<?rique qui soit rencontrée par toute» ces 
n^es e» autant de points ; joignez ces points par des arcs 
de grands cercles , de manière à former sur la surface de la 
sphère des polygones correspondants et en même nombre 
fig. 240. avec les faces^du polyèdre. Soit ABCDE lin <le ces polygones 
et soit n le nombre de ses côtés ; sa surface sera s — a/i-j-4» 
s étant la somme des angles A, B , G , D , E. Si on évalue 
semblablement la surface de chacun des autres polygones 
sphf'Tiques , et qu'on les ajoute toutes ensemble, on encon- 
clura que leur somme, ou là surface de la sphère représentée 
pair'^j est égale à la somme de tous les àBgles des polygones^ 



mollis deuic fois le nombre de leurs côtés « plus 4 t>rîs autant 
de fois qu'il y a de faces. Or , comme tous les angles qui 
s'ajustent autour d'un mènoê point A valent quatre angles 
droits , la somme de tons les an^es des polygones est égale 
à 4 pns autant de fois qu'il y a d'angles solides ; elle est 
donc égale à 4S. Ensuite le double du nombre des côtés AB , 
BC , CD ,etc. est égal au' <itiâdihiple du nombre dés arêtes 

I 

oa= 4A, puisque la mêmte arétè sert de côté à deux faces : 
donc on aura 8=4$ — 4ÀH-4H; où, en prenant le quart 
de chaque membre , a = S— ^À.*-4- H ; donc S -1- H = A + 2 . 

€k)r6ilaire. Il suit de là que la somme des angles plans 
qui forment les angles soÙkès ttûfi polyèdre est égale à au- 
tant de fois quatre angles droks qu'il y a éP unités dans S-^a ^ 
S étant le nombre des angles solides du polyèdre. 

Car, si on considère une face dont le nombre de côtés 
est II , la Sommé des angles de cette face sera 271— r4 angles 
droits*^. Mais la sonmie de tous les %n , ou le double duht)m- * ^r t. 
bre des côtés de toutes les faces ,=4^ 9 ^t 4 pris 'autant de 
fois qu'il y a de faces =:4H; donc la somme des aiigïès de 
toutes les faces = 4A — 4&* Or, parle théorème cju'on vient 
de dëmonh^er ,onaA— Hr=S— ^2,et par conséquent $ A 
•*4H di^ (S— r a). Donc Ut somme des angles plans ^ etc. 

PROPOSITION XXVL. 

TKBO&ÂHlï. 

De tous les triangles ' isphériqutjs fÊnnés avec deux côtés pi- t3. 
donnés CB , CA , et un troisième à 'Mutité ^ le plus grand ^^ \^\ 
ABC est celui dans lequel Tangle C , compris par }^ côtés 
donnés} •est égal à. la sommé dès deux autres angles A et B. 

Prolongez les deux côtés AC , AJB , jusqu'à leur rencontre 
en D , Tousf aure^ un triangle sphérigue BCD , dans lequel 
Fangle DBC sera aussi égal ' à la somme des dei:^x' autres 
angles BDC , BCD : car^diCD + BCA étant égale à deux 
angles droits, ainsi que CBA+CBD , on a BCD + BeA==: 
ClA+CBD y ajoutant de part et d'autre BDC = BAC /on 
anraBCD-hBCA-hBDC=:CBA4-CBD-f-BAC. Or, par 
hypothèse, BCA=CBA+BAC; donc CBD=: BCD +àx:. 
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I 

, Menct BI qui faMe l'angle CBI = BCD , et par faite IBD 
= BDC ; les deaT triangles IBG » JBD , seront isosceles , et qn 
aura IC = IB =:ID. Donc le |K>int I « milien de BC , est à 
égale distance des trois points B , C « D : par une raison sem- 
blable le point O , milieu de AQ , sera également distant 
des trois points A 9 B , €• 
^* I^ Soit maintenant CA'sr ÇA etrangIeBCA'>BCA; siTon 
joint A'B , et qa*on prolonge ks arcs. A'C , A'B^, jusqu'à 
leur rencontre en D', Tare D'CA' sera une demi-circoiiférenoe 
ainsi que DCA ; donc puisqu'on a CA'=CA , on aura aussi 
.CD'=; €D. Mais dans le triangle CID', on a CI H-ID" > 0^; 
donc ID' > CD — CI , ou ID' > ID. 

Dans le triangle isoscde CIB divisons Tangle dn sommet I 
en deux également par Tare £IF qui sera perpendiculaire 
.sur le milieu de BC. Si on prend un point L entre I.et £, la 
distance BL « égale à LC , tora moindre que BI ; car on pc»t 
démontrer , comme dans , la prop. ix , liv. i , qu'on. a BL+ 
jLC < BI+IC ; donc en prenant les moitiés de part et d'autre^ 
on aura BL < BI. Mais dans le triangle D'LC on a DX > IVC 
— CL, et à plua forte raison PX>DC — CI, ouDfL>DI, 
ou D'L>BIv4 ou D'L>BL> Donc si on cherclm sur l'arc 
£IF un point également distant des trois points B« C, D', 
ce point ne saurait se trouver que sur le prolongement de 
El vers F. Soit l' le point cherché , en sorte qu*on ait D' I' 
= BI'=:Cr ; les triangles l'CB , l'CD', l'BD', étant isosceles, 
on aura les angles égaux I'BC = rCB , rBD'z=I'D'B , l'CD' 
=:rI'D'C. Mais les angles D'BC-f-CBA' valent deux angles 
droits , ainsi que D'CB + BCA' j donc 

D'Br -t- l'BC 4- ÇBA'= 2 , 

BCr — rCD' + BCA' = a. 
Ajoutajnt les deux sommes et observant qj}V)aaI'QÇ=BCl' 
et D'iBI'— rCD'=BDi;--rD'C =CD'B = CA'B, oa aura 

2r BC -4- CA'B + CBA'+BC A':;= 4. 
Donc CÀ' B -4- CBA'+ BCA'— 2 ( mesure de l'aire du trian- 
gle A'BC) = 2 — al'BC ; de jort<;.qu'on a aire A'ÇÇ — 2 — 
2 ang/e VBC; semblablem^nt t^ans le triangle ABC 9 on au- 
rait aire ABC = 2 — 2 a/?gie IBC. Or , on 4 démontré que 
l'angle I'BC est plus grand que IBC ; donc l'aire A'BC est 
plus petite que ABC. 



■' La lAtme démonatratioii et la aiéme conclasion auraient Sg. i6. 
lieii) si^-eii prenant tonjours Tare CA.'r=CA ^ on faisait 
Tangle BC^' < BCA ; donc ABC «st le triangle le pins grand 
'cntre tous ceux qui ont deu côtés donnés et le troisième à 

!7olOBté. 

SchoUe I. Le triangle AB€ , le pins grand entre tons cenx fig. ^ii. 
qui ont deux côtés donnés ÇA, ÇB , peut étr^ inscrit dans 
un demi-cerclé dont la cor&'dn troisième côté AB sera le 
diamètre ; car O étant le milieu de AB , on a vu que les dis* 
tances OC , OB , sont égales ; donc la circonférence de petit 
cerde décrite du point O comme p<^e et de l'intervalle OB 
passera par les trois points A , B 9 C. De plus la ligne droite 
BA est un diamètre de ce petit cercle^ car le centre qui doit 
ae trouver à. la fois dans le plan du petit cercle et dans lè 
plan de Tare du. grand cercle/^ BOA « se trouvera nécessav *pr.i^ 
rement dans l'intersection de ces deux plans qui est la droite ^^'^' ^' 
BA , et ainsi BA sera un diamètre. 

II. Dans le triangle ABC » l'angle C étant égal à la somme 
des deux a|itres A et B 9 il s'eusuit que la somme des trois 
angles est double de l'angle |C. Mais /cette somme e#t tou- 
jours plus gr^de que deu^ ^Ojgles droits"*^; don^ Tan^^e C * 19» 
est plus grand qu'un d^oit. 

m. Si Ton prolonge les côtés CB , ÇA , juiqu'à leur ren- 
contre en £ , le triangle BA£ s^n| égal a|i q^art de la f ur£sce 
de la spherew Car l'angle £=CsABC+CAB; d^nc les 
trois angles du triangle BAS é<pûvaleat ^ux quatre ABC , 
AB£ , CAB , B4-S dont )a ^çmin^ i^% égale k qw^Èse uigles 
droits } do^ 1^ surface fd^ triatt^J|A£^7:;4-«-a;:;:a, *a4. 
qui est le q\i9f 1 4e la sur^ce de l| :^ph^!e. 

lY. Il n'y aurait p^s li^ à vfOMmmmsiUL somme des deux 
côtés donnés jCA , jCB , était 4^ale 4Kt plus grande que la 
demi-eirco^j^revroe d'un grand jcerck. Car puisque le trian-- 
gie Aïtr 4pk ^$rç inscrit dans «n deiinîi-Qerde de la^here^ 
la som^e df f 4«m .côtéf CA 9 CS , sera moindiq <|iie la 
dcmi-^rcQnf^QBAe BCA*, fit par canséquent moindre que la * 3 
demi-cireon£ére9ce d'un grand cercle. 

La raison ix>urquoi il n'y a pas de maximum , lorsque la 
somme des deux côtés donnés est plus grande que la demi- * 
circonférence d'un grand cercle , c*est qu'alors le triangle 
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,,.. migaMBMr^1iIiutnidKi:à:B 

•phMqoe deviendra donc igtl à U d 

2)if to«,r fc.( trianglei sphérlques formés atec un câié doni^ 
et un périmètre donné , 'le plus grand est celui dans lequel 
les dey^s câtds non déterminés sont égnur. 
lg-94>. Sott'AB le'càté donné coiiamnii anx deux triangles ACO, 
• -1' ADB, et soit AC + CB — AD + DB;jedUqiie le triangle 
isnicple ACB, dans lequel AC^CB, esl plus graaii que le 
non-isosccle ADB. 

Car'ces triangles ayant la partie conunune AOE , il suffit 

de faire -rnir que le triangle BOD est plu» petit qne AOC. 

L'ongle CBA égal à CAB, est plus grand qaé OAB'; aioai 

•,tï, le càté-AO est plus grand que OB' ; prenez 01 :=OB, faites 

• 3.. OK = OD , et joignez Kl ; le triangle OKT sera égal à DOB'i 

Si onnie maintenant' qiié le triangle DOB ou son égal KOI 

•oU^ak'ltetit'qiMOAG.'ll'finidra qu'il'soit ég^I'onplnf 

^nd^>dtmTDn e^^ittAre l»> i 'ptiii^e le point l'est bitrè 

iMpoiaia'AJ^t O i aranilyàVJiiile'point K. soit'stir- OCpro^ 

longée, -HMAtrqnoi ié- tfbtl^^"OKI Berait contenu ^ns le 

,' - triaagte-eJi'O, ét^«tiM^ènt iplns petit. Cel^pos^, le 

pins conrt chemin 'dé'C ién 'À éthnt CA , on é CK'^lCI-f- 

dDM ODWG0-f'AP'»0B.4-Û) > Ck , tt'tn réitAâBt AD 
— GB-flBB!>C4V'«^'lir+'BD>AC+GB. Ov eëttetné^ 
gatité^Mlicwtrâirei'i^jilMAieM AD-t-BD=:AG^-CB J 
dOBoile p«int Rne peat tiâmbèr Var le prolangemefit'dè OC j 
. donc il tombe entre. Oat-OcH par. consëqaent le triangle 
KOI , ou son égal ODfl'V'eit ^Ads petit qne AOO; «onc le 
triangle isoseele ACB «if i4iU gnubd qne le non-isoicieie ADB 
d« ]n6nc baie et de mélfe{>érimetre. 
Sfikolie. Cet deux dernière* I«x)poHdons'*ont analogn«t 



aux proposîtîoBS i et m de Tappendice au liv. ir; ainsi on 
peut en tirer, par rapport aux polygones sphériques , les 
conséquences , qui ont Heu pour lespô^gones rectilig^ij^. 
V(iici les principales : . ■ • - 

1^ J)e tous Ifs pçlr^r^sjpTÈeriques isopérimetres et d'un 
même nombre dtfcâtéi ^ le plus grand ^sl un polygone équi- 
latéral, 

a*^ De tous les polygones sphériques formés apec des côtés 
donnés et un dernier à volonté, '^pf^s gra,n^iest celui qu'on 
peut inscrire dans un demi-cercle dont la corde du côté non 
déterminé sera le diam^tre^ ^ faut ,. jpour la possibilité de 
la solution , que la somme des c6tés donnés soit moindre 
qu'une demiK^irconférençe de grand cercle. X 

y^ Le plus grand de^ polygones SphéHqiiç^ formés dpéc 
des côtes donnés , est celui qu'on peut inScnre dans un cercle 
de la spner^., . . 

4** Le plus grand des polyfones sphériques qui ont le 
même périmètre tt lé' même nombre de côtés, est celui qui 
a ses angles égetgue et ses cotes égaux. 

Toutes les propositions de m^ur^mum bonçeiliant les po^ 
lygones sphériques s'appliquent aux angles solides dont çe^ 
polygones sont ïâ niesûre. ' \ ' 
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APPENDICE AUX tlVRES VI et VH. 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 



PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORâMB. 

. , . . ■ * • « ■ 

I'. ■ ■ * ; ■ • ■ ■ . 

L ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliert» 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes \d 
.faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les 
angles solides sont égaux entre eux. Qes conditions 'fyt peu- 
vent avoir Heu que dans un petit nombre de cas. 

t"* Si les faces sont des triangles équilatéraux , on peut 
former chaque angle solide du polyèdre avec trois angles 
de ces triangles , ou avec quatre , ou avec cinq : de là naissent 
trois corps réguliers / qui sont le tétraèdre, l'octaèdre, et 
ricosaèdre. On n'en peut pas former un plus grand nombre 
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces tri- 
angles valent quatre angles droits, et ne peuvent former 
*aT,5. d'angle solide*. 

2"* Si les faces sont des quarrés , on peut assembler leurs 
angles trois à trois ; et de là résulte l'hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits , et 
ne peuvent former d'angle solide. 

3** Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers , on 
pourra encore assembler leurs angles trois à trois , et il en 
résultera le dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d'hexagones 
réguliers valent quatre angles di»oits , et trois d'heptagones 
encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers , 
trois formés avec des triangles équilatéraux , un avec des 
quarrés , et un avec des pentagones. 

Scholie, On va prouver dans la proposition suivante que 



ces cinq polyèdres existent réellement , et qu'on peut en 
déterminer toutes les dimensions lorsqu'on connaît une de 
leurs faces. 

■ 

PROPOSITION IL 

PROJBI^âMBii 

' Etant donnée l'une eies/aces d'unj^ofyèdré régulier, au 
seulement son côté , .construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq qui yont être tésolui SUOi- 
«essivement. 

Construction du tétraèdre. 

Soit ABC le triangle équilatéral qui doit, être une des faces fig. ^t* 
du tétraèdre ; au point G , centre de ce triaoglê , è\trêi CS 
perpendiculaire au plan' ABC ) terminez èette perpendiculaire 
au point S , de sorte que AS=: AB ; joignez SB , SC , eti* la 
pyramide SABC sera le tétraèdre requis. 

Car, à cause des' distniôes égales OA , OÉ , OÇ , les obli- 
ques SA , SB ,SC ) 9*écartent également de la perpendicu- 
laire SO et sont égales. L'une d'elles SA == AB ; donc les 
. quatre faces de la pyramide SABC sont des triangles égaux 
.au triangle donné ABC. D'ailleurs les angles solides de cette 
pyramide sont égaux entre eux ^ puisqu'ils sont formés cha- 
cun avec trois angles plans égaux ; donc cette pyramide est 
un' tétraèdre régulier/ ^ ' 

Construction de Phexaèdre. 

Soit ABCI) uif quarré doUné : sur la base ABCD construî- gg, a/,^. 
sez un prisme droit dont là bautenr AE M>it égale au côté 
ABh II- est dair qp^.lt^^^th de ce pmme sont des quarrés 
' égaux y et que ses auj^ef i^fides sfMXt égaux flutpe eux comine 
étapt formés cbacnif ayec tprpis augl^.diriMts.; donc ce prisme 
est un bexaèdre régulier f^ii cube. 

CMftntoi&ii de Voctaêdré'. ' 

S<^it AJUB un triangle équilatéral doBué : sur le c6té AB fig. ^45. 
décrivez le ^[uarré A.BCP ; au point O; centre de ce quarré, 
élevez sur son pl^n la pei^ndiculatre TS , terminée de part 
et d'autre en T et S 9 de manière que OT =; OS = AO ; 



"AÉlCipT 'j - WM^bb4f ' w dnOc pjtinaaev ^innfWBat^SM 
SABCb, TABCD, kdoMëei par IdU * "T^*^"i*1^ 

En effet le triangle AOS est rectangle en O , ainsi qne le 
triangle AOD ; les côtés AO , OS , OD , sont égaux ; donc 
ces triangles sont égaux, donc AS:=:AD. On démontiera 
dfe niéme que tOùs les autre» triangles rectangles AOT, BOS, 
COT, elc. , sont égaux an triangle AOD; donc tous, les 
l^tfVAB, AS, AT, etc. sonlégaui entre eui , et parcon- 
séqnent le solide SABCDT est roinpris sous huit triantes 
égaux au triangle équilalëral donné ABM. Je dis de plus qae 
les Jingles soliiles du polyèdre sont égaux, entre eux : par 
■fit -Jfl exemple , l'angle S est ^gal à rang.le B. 

, Car il est vîsilile que le triangle SAC est égal au triangle 
i>AC , et Qu'ainsi l'angle ASC est droit ; donc U figure 
SATC est un quarré ^al au quarrc ABCD. Mais si on coRt- 
pare la. pjrflniid^ B^CT à la, pyramide SABCD , ]■ base 
ASCT de Iq [ire niiere peut se placer sur la base ABCD de la 
seconde; alors le point .0 étant un centre comniun., lahan- 
teur OB de la prem;ei;'e coïncidera avec ta hauteur OS de la 
seconde , et les dçux pyramides se confondront en une seule; 
donc l'angle solide S est égal à l'angle solide B ; donc le so- 
lide SABCDT est un octaèdre régulier. 

Schalie. Si trois droites égales , AC , KD , ST, sent p»- 
pendiculaires entre elles et se coupent dans leur milieu , les 
extrémités de cMWUUit BiÙili^ieà Vonuneti d'un octsèdne 

^*Ç^^* . lilf V-Jt.; .::.:: ..inoî. -.V..-..:.-. î-^ M;iV *. liy.-^ 

flg. *4& .Soit ASC^vsipsBtagone T«^(âi4»'aMb< { ii^Si^àXè,, 

jdaiu fonad4'«*it«s«ltâé«j«t d«t6i4tilB«spii^'U')>ll^ 
sition xxrr, li*re v, l'incHnliiriVh n^frtnéHe'^eifctikW ces 
plans, inclinaison. qqe j-lfippell* K./J^wQtt semblablantent 
«tu points C, D, E, A, des an^es solides égaux i l'uigta 
^ solide B , «iwtnës lAe'bi '»énï«-UU«cé« i'k pttn' ël^'i^ )e 
.ttiéme aTecle|l!an BCej iHiiqi^J 'rônï iacfiùés'Ytitf '«t 
•l'mtn d« la.méKi« qtUMtité K tNiï-Ie ^Ul^ AJlCT>V Ota?i>^t 
donc dans le i^à PBCe déorir» ïe ^[féinàgoiie BC(^^^ 
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tu pâiiagone A^CDE. Si on faijt de mème^ns cbaçiui de§ 
«utres plans CDI , D£L « etc. , onapr^ une surface conireK^ 
PFGH, etc. composée de six pentagpneS: r^ql^rs <^aux ^t 
inclinés chacun sur son adjacent de 1^ même quantité .K« 
Soitp/gh , etc. tme seconde snrfiice i^al^ Ai^FGfi , etc. , j« 
dis que ces deux surfaces peuvent étrf; céHnies de manière à 
ne former qu'une seule surface convexe çop^inue* £n effet 
l'angle op/, par exempt , peut se joindre aux deux angles 
OPB , BPF y pour faire un angle solide P égal à l'angle B ;et 
dans cette joncjtion il ne sera rieii changé à l'inclinaison des 
plans BPF , BPO , puisque cette inclinaison, est telle qu'il le 
fs^ut pour la formation de l'angle solide. M^ en mén\e temps 
que l'iingle solide ^ se forme, le c6té/9/*s'appUquera sur son 
égalPF, et au point F se trouveront réunis trois angles 
plans PFG ,/?/!? ^ efg, qui formeront un angle solide égal à 
chacun des angles d^a formés ; cette jonction se fera sans 
rien changer ni à l'état de l'angle P , ni à celui de la- surface 
e/gh ^ etc. ; car les plans PFG , e^, déjà réunis en P , ont 
entre eux l'inclinaison, convenable K,,, ainsi que les plans 
Ipj^f ç^. Continuant ainsi de. proche en proche, on voit 
que les deux surfaces s'ajusteront mutuellement l'une avec 
l'autre, pour ne former qu'une seule suvface continue et ren- 
trante sur elle-m^miÇ.: cette surface sera celle d'un dodé^ 
caédre régulier , puisqu'elle, est composée de douze penta- 
gones réguliers égauxj et^e tous Stcs angles soUdes sont 
égaux entre eux. 

Construction de Vicosaèdre, 

Soit ABC une de ses faces; il faut d'abord former unfig. 24;. 
angle solide avec cinq plaits égtaïuc au plan ABC et égale- 
ment inclinés chacun sur son adjacent. Pour cela , sur le 
xbxà B'C , égal* àBe, ^Ites le pentdgoùe régulier B'CHTD:; 
au centre de ce pentagone élevez sur son plafi une perpendi- 
cidàire , que votbs' tcftoînérez en A' de maniéré que B' A'= 
B'C; joignez A'C, A'H', AT, A'D% et l'angle soUdç A', 
formé par les cinq plans FA'C', CAli'i etc., sera l'angle 
solide requis. Cak* lés obliques A'B', A'C, etc. sont égales, 
Func-d'clles A'IT est égale au côté B'C, donc tous les 
triangles B'A'C, C'A'H', etc. sont égaux entr^eux et a* 
triat^ donné' ABC. • ' . • - - ^' - 
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£n effet , puisque les apothèmes CD. , DE , sont égales, et 
riiypoténuse DO commune , le triangle rectangle CDO est 

* 18, X. ëgal au triangle rectangle ODE "^ et la perpendiculaire OC 

est égale à la perpendiculaire OE. Mab AB étant perpendi- 
culaire au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à 

* i7»5. CDE% ou CDE à ABC ; d'ailleurs CO , dans le plan CDE, 

est perpendiculaire à CD , intersection commune des plans 

* 18,5. CJ)E , ABC ; donc CO * est perpendiculaire au plan ABC. 

Par la m^e raison £0 est perpendiculaire an .plan AfiE; 
donc les deux perpendiculaires CO , £0 , menées anx plans 
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces , se 
rencontrent en un même point O et sont égales. Supposons 
maintenant que ABC et ABE représentent deux autres fiîee^ 
adjacentes quelconques , Tapo thème CD restera toajouri de 
la même grandeur , ainsi que Tangle CDO, moitié de CDE j 
donc le triangle rectangle CDO et son côté CO seront égaux 
pour toutes les faces du polyèdre ;:donc, si du point 
comme centre et du rayon OC on décrit une sphère , cette 
sphère touchera toutes les faces du polyèdre dans leurs 
centres ( car les plans ABC , ABE , seront perpendiculaires 
à Textrémité d'un rayon) , et la sphère sera inscrite dans le 
polvèdre , ou le polyèdre circonscrit à la sphère. 

Joignez O A , OB ; à cause de C A = CB , les deux obliques 
OA, 06, s'écartant également de la perpendiculaire, seront 
égales ; il en sera de même de deux autres lignes quelcon- 
ques menées du centre O aux extrémités d'un même côté ; 
donc toutes ces lignes sont égales entre elles; donc si du 
point O comme centre et du rayon OA on décrit une sur- 
face sphérique , cette surface passera par les sonunets de 
tous les angles solides du polyèdre , et la sphère sera cir- 
conscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit dans la sphère. 
Cela posé, la, solution du problème proposé n'a plus au- 
cune difficulté, et peut s'effectuer ainsi: 
fi , 4q, Étant donné le côté d'une face du polyèdre , décrivez 
cette face, et soit CD son apothème. CJierchez par le pro- 
blème précèdent l'inclinaison de deux faces a:|iacentes du 
polyèdre, et faites l'angle CDE égal à celte inclûiaisoDt 
prenez DE égale à CD , menez CO et EO perpendiculaires 
à CD et EDj ces deux perpendiculaires se rtncon-reront 
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en un point O, et CO sera le rayon de la sphère inscrite 
dans le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon 
du cercle, circonscrit à une face du» polyèdre, et OA sera 
le rayon de la sphère circonscrite à ce même polyèdre. 

Car les triangles rectangles CDO, CAO, de la fig. 249, 
so^t égaux aux triangles de même nom dans la figure 48 : 
ainsi , tandis que CD et CA sont les rayons des cercles in- 
scrit et circonscrit à une face du polyèdre , ÔC et OA sont 
les rayons des sphères inscrite et circonscrite au même po- 
lyèdre. 

Sckolîe, On peut tirer des propositions, précédentes plu- 
sieurs conséquences. 

I® Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de 
pyramides régulières que le polyèdre a de faces : le sommet 
commun de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui 
€St en même temps celui der4pheres inscrite et circonscrite, 
a*^ La solidité d'un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

3** Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux so- 
lides semblables , et leurs dimensions homologues sont pro- 
portionnelles ; donc les rayons des sphères inscrites ou cir-» 
consentes sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 
4** Si on inscrit un polyèdre régulier dans une spher», 
les plans menés du centre le long des différents côtés par- 
tageront la surface de la sphère en autant de polygones 
égaux et semblables que le polyèdre a de faces. 



Sept. Edit. 16 



l 

LIVRE VÏII. 



LES TROIS CORPS RONDS. 



DEFINITIONS. 



fig. a5o* I. (J ir appelle cylindre le solide produit par la révo- 
lution d'un rectangle ABCD, qu'on imagine tourner 
autour du côté immobile AB. 

Dans ce mouvement 'les côtés AD, BC, restant 
toujours perpendiculaires à AB, décrivent des plans 
circulaires égaux DHP, CGQ, qu'on appelle les 
bases du cylindre, et le c< k» CD en décrit la surface 
coni/exe. 

La ligne immobile AB s'appelle Y axe du cylindre: 

Toute section KLM, faite dans le cylindre perpen* 
dieulairement à l'axe, est un cercle égal à chacune 
des bases : car, pendant que le rectangle ABCD 
tourne autour de AB , la ligne IK , perpendiculaire à 
AB, décrit un plan circulaire égal à la buse, et ce 
plan n'est autre chose que la section fuite perpendi- 
culairement à l'axe au point L 

Toute section PQGH, faite suivant l'axe, est un 
rectangle double du rectangle générateur ABCD. 
lî^.aSi. IL On appelle cône le solide produit par la réyo- 
lution du triangle rectangle SAB , qu'on imagine tour- 
ner autbur du côté immobile SA. 

Dans ce mouvement le côté AB décrit un plan cir- 
culaire BDGE, qu'on appelle la base du cône, et l'hy- 
poténuse SB en décrit la surface co?wexe. 

Le point S s'appelle le sommet du cône^ SA Vaxe 
pu la hauteur^ et SB le côté ou l' apothème. 

Toute section HKFI, faite perpendiculairement à 
l'axe, est un cercle; toute section S DE, faite sui- 
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iranl Taxe, est un triangle isoscele double du triangle 
jénérateur SA.B. 

III, Si du' cône SCDB on retranche, par une sec- 
tion parallèle à la base , le cône SFKH , le solide res- 
tant CBHF s'appelle cône tronqué ou tronc de cône^ 
On peut supposer qu'il est décrit par la révolution 
iu trapèze ADHG, dont les angles A et G sont droits, 
autour du côté AG. La ligne immobile AG s'appelle 
Fojce ou la hauteur du tronc, les cercles BDC, HKF, 
en sont les, bases , et BH en est /e côté^ 

IV. Deux cylindres ou deux cônes softt semblables 
lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamètres 
de leurs bases. 

y. Si , dans le cercle ACD qui sert de base à un fig. aSa. 
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur 
la base ABCDE on élevé un prisme droit égal en 
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le 
cylindre y ou le cylindre circonscrit' au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF, B^ CH, etc. du 
prisme, étant perpendiculaires au ^Kii de la base, 
soi^t comprises dans la surface convexe du cylindre; 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivaùt ces 
arêtes. 

VI. Pareillement, si ABCD est un polygone circons- cg. ^53, 
crit à la base d'un cylindre, et que sur la base ABCD 
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy- 
lindre, le prisme est dit ciinonscrit au cylindre, ou le 
cylindre inscrit dans le prisme. 

Soient M , N , etc. les points de contact des côtés 
AB, BG, etc., et soient élevées par les points M, N, 
etc. les perpendiculaires MX , NY, etc. au plan de la 
base ; il est clair que ces perpendiculaires seront à la 
fois danf là surface du cylindre et dans celle dû prisme 
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact. 

i N.B.ljt cylindre , le cane et la spkere sont les tnns corps ronds dont 
! «Q s^occape dans les éléments. 

16. 



f 



244 GEOMBTRIB. 

_ , -^^__. 

Lemmes préliminaires sur les surfaces. *■ 

I. 

fig. 254. Une surface plane OABCD est plus petite que 
toute autre surface PÀBCD, terminée au même 
contour ABCD. 

Cette proposition est assez évidente pour être ran- 
gée au nombre des axiomes ; car on pourrait suppo- 
ser que le plan est parmi les sui^faces ce que la ligne 
droite est psu-mi les lignes : la ligne droite est la plus 
courte entre deux points donnés , de même le plan 
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont 
un même contour. Cependant comme il convient de 
réduire les axiomes au plus petit nombre possible, 
voici un raisonnement qui ne laissera aucun doute 
sur cette proposition. 

Une surface étant une étendue en longueur et en 
largeur, on njàpeut concevoir qu'une surface soit 
plus grande qu^une autre , à moins que les dimensions 
de la première n'excèdent dans quelques sens celles 
de la seconde; et s41 arrive que les dimensions d'une 
surface soient en tous sens plus petites que les dimen- 
sions d'une autre surface, il est évident que la pre- 
mière surface sera la plus petite des deux. Or, dans 
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD, qui cou- 
pera la surface plane suivant BD, et l'autre surface 
suivant BPD ; la ligne droite BD sera toujours plus 
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD esl 
plus petite que la surface environnante PABGD. 

IL 
fi(j;. a55. Toute surface convexe OABCD est rpoindre 
quune autre surface quelconque qui enveloppe- /q 
rait la première en s' appuyant sur le mêmecon- |la 
tour ABCD, 
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Nous répéterons ici que nous entendons par sur^ 
face convexe une surface qui né peut être rencontrée 
par une ligne droite en plus de deux points : et ce- 
pendant il est possible qu'une Kgne droite s'applique 
exactement daiis un certainî|Hls sur une surface 
convexe; on en voit des exemples dans les surface!^ 
du cône et du cylindre. Nous observerons aussi que 
la dénomination de surface corn^exe n'est pas borïiée 
aux seules surfaces courbes, elle comprend les sur- 
faces polyédrales ou composées de plusieurs plans, 
et aussi les surfaces en partie courbes , en partie po* 
lyédrales. ^ 

Cela posé, si la surface OÀB CD n'est pas plus 
petite que toutes celles qui l'enveloppent, soit parmi 
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui serai au 
plus égale à OABCD. Par un point quelconque O, 
faites passer un plan qui touche la surface OABCD 
sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD, 
et la partie qu'il en retranchera sera plus grande que 
le plan terminé à la même surface : donc, en con- 
servant le reste de la surface PABCD, on pourrait 
substituer le plan à la partie retranchée , et on aurait 
une nouvelle surface qui envelopperait toujours là stir- 
face OABCD, et qui serait plus petite que PABCD. 

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo- 
thèse; donc cette hypothèse ne saurait subsister, donc 
la surface convexe OABCD est plus petite que toute 
autre surface qui envelopperait OABCD, et qui serait 
terminée au même cohtour ABCD. 

Scholie. Par un raisonnement entièrement semblable 
on prouvera, 

lo Que, si une surface convexe terminée par deux Cg- «56. 
contours ABC, DEF, est enveloppée par une autre 
surface quelconque terminée aux. mêmes contours, 
la surface enveloppée sera la plus petite des deux. 
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<f. a57. . 2° Que, si une surface convexe AB est enveloppée | 
de toutes parts par une autre surface MN, soit qu'elles 
aient de$ points, des lignes ou des plans communs, 
ioit quelles n'aient aucun point de commun, la surr 
fsLce enveloppée ser^dip^ours plus petite que la surface 
enveloppante. 

Car parmi celles-ci il ne peut y en avoir aucune 
qui soit la plus petite de toutes , puisque dans tous les 
Ctjts on pourrait toujours mener le plan CD tangent 
à la surface convexe, lequel plan serait plus petit 
que la surface CMD ; et ainsi la surface CND serait 
plus petite que MN, ce qui est contraire à Thypothese 
que MN est la plus petite de toute;^. Donc la surface 
4X)nvexe AB est plus petite que toutes celles qui l'en- 
veloppent. 

PROPOSITION PREMIERE. 

THÉORÈME. 

La solidité d'un cylindre est égale au produit 
de sa hase par sa hauteur. 

fig. 258. Soit CA le rayon de la base du cylindre donné, 
H sa hauteur; représentons par sarj\ GA la surface 
du cercle dont le rayon est CA ; je dis que la 
solidité du cylindre sera surf. CA x H. Car, si 
surf . C A X H n'est pas la mesure du cylindre donné , 
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus grand 
ou plus petit. Et d'abord supposons qu'il soit la 
mesure d'un cylindre plus petit , par exemple , du 
cylindre dont CD est le rayon de la base et H la 
hauteur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD, un 

polygone régulier GHIP, dont les côtés ne rencon- 

♦10,4. trent pas la circonférence dont CA est le rayon*; 

imaginez ensuite un prisme droit qui ait pour base le 
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polygone GHIP, et pour hauteur H , lequel prisine 
sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de 
la base. Cela posé, la solidité du prisme^ est égale à * i4- 
sa base GHIP, multipliée par la hauteur H; la base 
GHIP est plus petite que le cercle dont GA est le 
Tayon : donc la solidité du prisme est phis petite que 
surf' CAx H. Mais surfi QAxH est, par hypothèse, 
la solidité du cylindre inscrit dans le prisme ; donc 
le prisme serait plus petit que le cylindre : or, «u 
contraire, le cylindre est plus petit que le pmme, 
puisqu'il y est contenu ; donc il est impossible que- 
surf, CA X H soit la mesure du cyliïidre dont GD 
est le rayon de la base et II la hauteur ; ou , en termes 
plus généraux, le produit de la base d'un cylindre 
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus 
petit. 

Je dis en second lieu cjue ce même produit ne peut 
mesurer un cylindre plus grand : car, pour ne pas 
multiplier les figures, soit CD^ le rayon de la base du 
cylindre donné, et soit, s'il est possible, surf, CD x H 
la mesure d'un cylindre plus grand, par exemple, 
du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la 
hauteur. . 

Si on fait la même construction que dans le jH'elhier 
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné- aura 
pour mesure GHIP x H : Faire GHIP est plus grande 
que surf. CD ; donc la solidité du prisme dont il 
s'agit est plus gr^de que surf GDxH : le prisme 
•serait donc plus grand que le cylindre de même hauu 
teur qui a pour base surf CA. Or, au contraire, le 
prisme est plus petit que le cylindre, puisqu'il y est 
contenu; donc il est impossible que la base d'un ojr^ 
lindre multipliée par sa hauteur soit lu mesure d'un 
cylindre plus ^rand. 

Donc enfin la solidité d'un cylindre est égale au 
produit de sa base par sa hauteur. 



, Corx^làire h Lès cylindres de même haiufear sont 
entre eux comme leurs bases, et les cylindres de 
même -base sont entre eux comme leurs hauteurs. 
. Corollaire IL Les cylindres semblables sont comme 
les.cubeifc des hauteurs, ou comme les cubes des dia- 
« iliietres des bases. Caries bases sont comme les qoarrés 
de leurs diamètres ^ et puis^jœ les cylindres jHmt 
semblables', les diametres^ des bases sont comme les 

*dér. 4* l|Mte|irs^ : donc les. bases sont comme le8< quarrÀ 
/ies bautètos ; donc lesbases multipliées' par les fau- 
teurs, ou les cylindres eux «mêmes, sont comwa lei 
cubes des hauteurs. . 
. Scholie.. Soit R le rayon de la base d'un cylindie, 

*iiij4»H sa hauteur, Iff surface de la base sera irR**, etk 
soUdkë du cylindre seratcR* xH, ou ipR*H. ^ 

PROPOSITION II. 

Il B M M E. 

^ La surface convexe d*un prisme droit est égale 

aupérimetre de sa hase multiplié par sa haut^ir. 

ig. 952. Car cette surface est égale à la somme des rectangles 
AFGB, BGHG, GHID, etc. dont elle est composée: 
or les hauteurs AF, BG, GH, etc. de ces rectangles 
sont ëgfldes à la hauteur du prisme ; leurs bailés AB, 
BG, GD, etc. prises ensemble, font le périmètre de la 
base du prisme. Donc la somme dp ces rectangles on 
-la. surfiu^e convexe du prisme est égale au périmètre de 
sa base multiplié par sa hauteur. 

CoroUaire. Si deux prismes droits ont la même 
hauteur, les surfaces convexes de ces prismes seront 
entre elles comme les périmètres de leurs bases; 
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PROPOSITION m. 

LEMMS. 

La surface convexe du cylindre est plus grande 
que la surface convexe de tout prisme inscrit ^ et 
plus petite que la surface convexe de tout prisme 
circonscrit. 

. Car la surface convexe du cylindre et celle dufig. 253. 
prisme inscrit ABCDEF peuvent être considérées 
comme ayant même longueur, puisque toute section 
faite dans Tune et dans l'autre parallèlement à AF 
est ^[ale à AF; et si pour avoir les largeurs de ces 
surfaces on les coupe par des plans parallèles à la 
base ou ^Perpendiculaires à l'arête AF, les sections 
seront égales, l'une à la circonférence de la base, 
l'autre au contour du polygone ABCDE plus petit 
que cette circonférence : donc, puisqu'à longueur 
égale la largeur de la surface cylindrique est plus 
grande que celle de la surface prismatique, il s'en- 
suit que )a première surface est plus grande que la 
seconde. 

• Par un raisonnement entièrement semblable onfig. 253. 
prouvera que la surface convexe du cylindre est 
plus petite que celle de tout prisme circonscrit 
BGDRLH. 

PROPOSITION IV. 
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THEOREME. 



La surface convexe d^un cylindre est égale à 
la circonférence de sa base multipliée par sa 
hauteur. 

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné , fig. 258. 
H sa hauteur; si on représente par cire, CA la 
circonférence qui a pour rayon CA, je dis que 
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cire. C A X H sera la surface convexe de ce cylindre* 
Car , si on nie cette proposition , il faudra que cire. 
G A X H soit la surface d un cylindre plus grand ou 
plus petit ; et d'abord supposons qu'elle ^oit la. sur* 
face d'un cylindre plus petit, par exemple, du cy- 
lyndre dont CD est le rayon de la base et H la hau^ 
teur. 

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un 
polygone régulier GHIP, dont les côtés iie rencon- 
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon ; ims» 
gînez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur 
H, et pour base le polygone GHIP. La surface con* 
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone 

3* GHIP multiplié par la hauteur H * : ce contour est 
plus petit que la circonférence dont le* rayon est 
CA ; donc la surface convexe du prisme est plus petite 
que cire. CAxH. Mais cire, CAxH est, par hypo- 
thèse , la surface convexe du cylindre dont CD est le 
rayon de la base , lequel cylindre est inscrit dans le 
prisme ; donc la surface convexe du prisme serait plus 
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au^T^ntraire , 

3. elle doit être plus grande*; donc l'hypothèse d'où 
l'on est parti est absurde : donc, i<* la circonférence 
de la hase d'un cylindre muldplice par sa hauteur 
ne peut mesurer la surface com^exe d'un cylindre 
plus petit. 

Je dis en second lieu que ce même produit ne peut 
mesurer la surface d'un cylindre plus grand. Car, 
pour ne pas changer de figure, soit CD le rayon de 
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible, 
tt/c. CDxH la surface convexe d'un cylindre qui, 
avec ^ix même hauteur , aurait pour base un cercl« 
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est 
CA. On fera la même construction que dans la pre- 
mière hypothèse , et la surface convexe du prisme 
sera toujours égale au contour ^^ polygone GHIP 
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus 
grand que cire, CD ; donc la surface du prisme serait 
plus grande que cire. CDxH^ qui, par hypothèse, 
est la surface du cylindre de âiéme hauteur dont CA 
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme 
serait plus grande que celle de ce cylindre é Mais, 
quand même le prisme serait inscrit dans le cylindre, 
sa surface s^ait plus petite . que celle du cylindre * ; ♦ 3. 
à plus forte raison est -elle plus petite lorsque le 
prisme ne s^élend pas jusqii^au cylindre. Donc la se^ 
conde hypothèse ne saurait avoir lieu ; donc 2<> fa. 
circonférence de la base d^un cylindre mukipïièe par 
sa hauteur ne peut mesurer la surface d^un cylindre 
plus grand. 

Donc enfin la surface convexe d^un cylindre est 
égale à la circonférence de sa base multipliée par sa 
baul^eur. 

PROPOSITION V. 
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THEORBMS. 



La solidité d^un cône est égale au produit de 
sa base par le tiers de sa f^^Êjj^r. 

Soit SO la hauteur du cônevlonné , AO le rayon fg. 259. 
de la base ; si on désigne par surf AO la surface de . 
la base, je dis que la solidité de ce cône sera égale à 
surf^kOx^SO. 

En effet, supposons i^ que surf AOx^SO soit la 
solidité d'un cône plus grand, par exemple, du cône 
dont SO est toujours la hauteur; mais dont OB, plus 
grand que AO,«est le rayon de la base. 

Au cercle dont le rayon est AO circpnscriveî; un 
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la 
circonférence dont le rayon est OB * ; imaginez en- * 10, 4^ 
suite une pyramide qui ait pour base le polygone 
et pour sommet le point S, La solidité de cette py* 
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19,6. ramide* est égale à Taire du polygone MNPT mul« 
tipliée par le tiers de la hauteur SQ. Mais le poly- 
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté 
par surf, AO; donc la pyramide est plus grande 
que surf, AOXySO, qui, par hypothèse, est la me- 
sure du cône dont S est le sommet et OB le rayon de 
la base. Or , au contraire , la pyramide est plus petite 
que le cône, puisqu'elle y est contenue; donc i® il 
est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
grand. 

Je dis a® que ce même produit ne peut être la me- 
sure d'un cône plus petit. Car , pour ne pas changer 
de figure , soit OB le rayon de la base du cône don- 
né, et soit, s'il est possible, surf. OBXjSO la soli- 
dité du cône qui a pour hauteur SO et pour base le 
cercle dont AO est le rayon. On fera la même con- 
struction que ci - dessus , et la pyramide SMNPT aura 
pour mesure Faire MNPT multipliée par jSO. Mais 
l'aire MNPT est plus petite que surf\ OB; donc la 
pyramide aurait une mesure plus petite que surf. 
OBXjSO, et par û^séquent elle serait plus petite 
que le cône dont 4B^t le rayon de la base et SO la 
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande 
que le cône, puisque le cône y est contenu : donc 2° 
il est impossible que la base d'un cône multipliée par 
le tiers de sa hauteur soit la mesure d'un cône plus 
petit. 

Donc enfin la solidité d'un cône est égale an pro- 
duit de. sa base par le tiers de sa hauteur. 

Corollaire. Un cône est le tiers d'im cylindre de 
même base et de même hauteur ; d'où il suit , 

1^ Que les cônes d'égales hauteurs sont entre eux 
comme leurs bases ; 

2^ Que les cônes de bases égales sont entre eux 
comme leurs hauteurs ; 
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3<' Que les cônes semblables sont coinihe les cubes 
tles diamètres de leurs bases, ou. comme les cubes de 
leurs hauteurs. ^ 

Scholie. Soit R le rayon de la base d'un cône, H 
sa hauteur ; la solidité du cône sera tt R* X j H ou 
iTuR^H. 

PROPOSITION YI. 

THEOREME. 

* 

Le cône tronqué ADEB , dont O A , DP sont les %. a6#. 
rayons des hases et PO la hauteur, a pour me- 
sure ^TC. OP. (ÂÔ + DP + AOxDP)- 

Soit TEGH une pyramide triangulaire de même 
hauteur que le cône SAB, et dont la base FGH soit 
équivalente à la base du cône. On peut supposer que ■ 
ces deux bases sont placées sur un même plan ; alors 
les sommes S et T seront à égales distances du plan 
des bases , et le plan EPD prolongé fera dans la pyra- 
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL 
est équivalente à la base DE; car les bases AB, DE, 
sont entre elles comme les quarrés des rayons AO, 
DPj*, ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP;*ii,4» 
les triangles FGH^ IKL, sont entre eux comme les 
quarrés de ces mêmes hauteurs*; donc les cercles *! 5, a. 
AB, DE, sont entre eux comme les triangles FGH, 
IKL. Mais, par hypothèse, le triangle FGH est équi- 
valent au cercle AB ; donc le triangle IKL est équiva- 
lent au cercle DE. , 

Maintenant .la base AB multipliée par ^SO est la 
solidité du cône SAB , et la base FGH multipliée par 
ySO est celle de la pyramide TFGH; donc, à cause 
des ]3ases équivalentes, la solidité. de la pyramide est 
égalée à celle du cône. Par une raison seiriblable, la 
pyramide TIKL est équivalente au cône SDË ; done 
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le tronc de cône ADEB est équitalent au tronc de 
pyramide FGHIRL. Mais la base FGH, équivalente 
au cercle dont le rayon est AO , a pour ' mesure 

•a . — • — a 

TT X AO; de même la base IKL = w X DP, et la 

moyenne proportionnelle entre tt X AO et iu x DP 
est X X AO x DP ; donc la solidité du tronc de pyra- 
mide , ou celle dû tronc de cône , a pour mesure 1 OP x 

* t^o, 6. {v X ÂÔ V % X DP + TC X AO X DP)% q^ est la même 

chose que j Tw X OP x (oÂ V DP + AO x DP). " 

PROPOSITION VIL 

THÉORÈME. 

La surface convexe d'un cône est égale à lu 
circonférence de sa base multipliée par la moi- 
tié de son côté, 

iîg. 25i). Soit AO le rayon de la base du cône donné, S son 
sommet , et SA son côté ; je dis que sa surface sera 
cire. AOX7SA. Car soit, s'il est possible, cire. AOx 
7SA, la suicface d'un cône qui aurait pour sommet le 
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus 
grand que AO. 

Circonscrivez au petit cercle un polygfone régulier 
MNPT, dont les côtés ne rencontrent pas la cir- 
conférence qui a pour rayon OB ; et soit S MNPT 
la pyramide r^uliere, qui aurait pour base le poly- 
gone, et poiir sommet le point S. Le triangle SMN, 
l'un de ceux qui composent la surface convexe de la 
• Ipyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par 
la moitié de la hauteur SA, qui est en même temps 
le côté du cône donné : cette hauteur étant é^ale 
dans tous les autres triangles SNP, SPQ, etc., il 
s'ensuit que la surface convexe de la pyramide est 
égale au contour MNPTM multiplié par 7SA. Mais 
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le contour MNPTM, est plus grand que cire. AQ; 
don* la surface convexe de la pyramide est plus 
grande que cire. AOX7SA, et par conséquent plus 
grande que la surface convexe du cône qui avec le 
même sommet S agirait pour base le cercle décrit 
du rayon OB. Or , au contraire , la «surface convexe 
du cône est plus grande que celle de Ja pyi*amide; 
car si on adosse base à base la pyramide à une pyra- 
mide égale ) le cône à un cône égal; la surface des 
deux cônes enveloppera de toutes parts la surface des 
deux pyramides; donc la première surface sera plus 
grande que la seconde*, donc la surface du cône est *icm.^ 
plus grande que celle de la pyramide qui y est com- 
prise. Le contraire était une suite de notre hypothèse ; 
donc cette hypothèse ne peut avoir lieu : donc i<^ la 
circonférence de la base d^un cône multipliée par la 
moitié de son côté ne peut mesurer la surface d'ua 
cône plus grand. 

Je dis 2** que le même produit ne peut mesiu'er 
la surface d'un cône plus petit. Car soit BO le rayon 
de la base du côté donné, et soit., s'il est possible, 
cire. BO X ^SB la surface du cône dont S est le som- 
met., ^t AQ , plus petit que OB , le rayon de la base* 

Ayant fait la même construction que ci -dessus, 
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours 
égale au contour MNPT multiplié par 7 SA. Or 1© 
contour MNPT est moindre que cire. BO, SA e»t 
moindre que SB ; donc par cette double, raison la 
surface convexe de la pyramide est moindre que cire. 
BO X 7 SB, qui, par hypothèse, est la surface du cône * 
dont AO est le rayon de la base ; donc la surface de*' .? 
la pyramide serait plus petite que celle du cône in- ^ 
ficrit. Or, au contraire, elle est plus grande; car en 
adossant base à base la pvramiide à une pyramide 
égale, le cône à un cône égal, la surface des deux 
pyramides enveloppera celle de4 deux icônes , et pfir 
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conséquent sera la plus grande. Donc 2^ il est impos- 
sible que la circonférence de la base d'un cône ^Ê^nné 
multipliée par la moitié de son côté mesure la surface 
d'un cône plus petit. 

Donc enfin la surface convexe d'un cône est égale 
à la circonférence de sa base multipliée par la moitié 
de son côté. 

Scholie. Soit L le côté d'un cône, R le rayon de 
sa base, la circonférence de cette base sera â^R, 
et la surface du cône aura pour mesure si^Rx-^L, 
outtRL. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

fig. 261. 2^^ surface convexe du tronc de cône ADEB est 
égale à son côté AD multiplié par la detni-somme 
des circonférences de ses deux bases AB, DE. 

Dans le plan SAB qui passe par l'axe SO, menez 
perpendiculairement à SA la ligne AF, égale à. la 
circonférence qui a pour rayon AO; joignez S F, et 
menez DH parallèle à AF. 

A cause des triangles semblables SAO, SWC^ on 
aura AO : DC :: SA : SD ; et à cause des triangles 
semblables SAF, SDH , on aura AF : DH :: SA : SD; 
• "' ^ donc AF : DH : : AO : DC , ou : : cire. AO : cîrc. DC *. 
Mais par construction AF =: cire, AO ; donc DH =: 
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a pour 
mesure AF X 7 SA, est égal à la surface du cône 
SAB qui a pour mesure cire. AOxjSA. Par une rai- 
son semblable le triangle SDH est égal à la surface 
du cône S DE. Donc la surface du tronc ADEB 
est égale à celle du trapèze ADHF. Celle-ci a pour 

* 7^ 3- mesure* AD x (.^il±££-); donc, la surface du 

tronc de cône ADEB est égale à son côté AD mul- 
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tlplié par la demi-somme des circonférences de se$ 
deux bases. 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez 
IKL parallèle à AB , et IM parallèle à AF ; on dé- 
montrera comme ci-dessus que IM=ci>c. IK. Mais 
le trapèze ADHF=ADxIM=ADxcirc. IK. Doiic 
on peut dire encore que la surface d'un tronc de 
cône est égale à son côté multiplié par la circonfé^ 
rence d'une section faite à égale distance des deux 
bases. 

Scholie. Si une ligne AD, située toute entière 
d'un même côté de la ligne OC et dans le même 
plan, fait une révolution autour de OC, la sur- 
face décrite par AD aura pour mesure AD X 

(cire A.O -4^ cire, DC\ atvv- • iv i t 
-ï- j, ou AD X arc. liv.j les ligne$ 

AO, DG, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de la ligne AD su 
Taxe OC. 

Car si on prolonge AD et OC jusqu'à leur ren- 
contre mutuelle en S, il est clair que la surface dé- 
crite par AD est celle d'un cône tronqué dont OA 
et DC sont les rayons des bases , le cône egtier ayant 
pour sommet le point S. Donc cette sur&ce aura la 
mesure mentionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le 
point D tomberait en S, ce qui donnerait un cône 
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallèle à 
l'axe, ce qui donnerait un cylindre. Dans le premier 
cas DC serait nulle , dans le second DC serait égale à 
AO et à IK, 
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PROPOSITION IX. 

L £ M M E. 

fiç- 263. Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier j G son centre j et OI le 
rayon du cercle inscrit; si on suppose que la 
portion de polygone ABCD, située tout entière 
d'un même côté du diamètre FG, fasse une ré-, 
solution autour de ce diamètre^ la surface dé- 
crite par ABCD aura pour mesure MQ x cire. 
ÔI, MQ étant la hauteur de cette surface ou la 
partie de Vaxe comprise entre les perpendicu- 
laires extrêmes AM, DQ. 

Le point I étant milieu de AB, et IK étant une 
perpendiculaire à Taxe abaissée du point I, la sat^ 
* 8. face décrite par AB aura pour mesure AB X cire. IK*. 
Menez AX parallèle à l'axe, les triangles ABX, OIK, 
auront les côtés ^perpendiculaires chacun à chacun , 
savoir 01 à AB, IK à AX, et OK à BX; donc ces 
triangles sont semblables et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :: on IK, ou :: cire. 01 : cire. IK ; 
donc AB -n, eire. IK = MNx eire. 01. D'où l'on voit 
que la surface décrite par AB est égale à sa hauteur 
MN multipliée par la circonférence du cercle inscrite 
De même la surface décrite par BC, = NP XciVx?. 01, 
la surface décrite par CD, =PQ xc/rc. 01. Donc la 
surface décrite par la portion de polygone ABCD, 
a pour mesure ( MN + NP + PQ ) X c/rc. GI, ou 
MQ X cire, 01 ; donc elle est égale à sa hauteur multi- 
pliée par la circonférence du cercle inscrit. 

Corollaire. Si le polygone entier est d'un nombre 
de côtés pair, et que Taxe FG passe par deux som- 
mets opposés F et G , la surface entière décrite par la 
révolution du demi-polygone FACG sera égale à son k. 
axe FG multiplié par la circonférence du cercle inscrit, m 
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«et axe FG sera en même temps le diamètre du cercle 
irconscrit. 

PROPOSITION X. 

T H £ O R s M B. 

La surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence d'un grand 
cercle. 

Je dis i^' que le diamètre d'une sphère, multipliée 
par la circonférence de son grand cercle, ne peut 
mesurer la sur£ace d'une sphère plus grande. Car 
soit, s'il est possible, AB X cire. AG la surface de la fig. 264. 
sphère qui a pour. rayon CD. 

Au cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés qui ne 
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon ; 
soient M et S deux sommets opposés de ce polygone ; 
et autour du. diamètre MS faites tourner le demi-po- 
lygone MPS. La surËBuce décrite par ce polygone aura 
pour mesure MS X cire. AC^ : mais MS est plus graiid * ^. 
que AB ; donc la surface décrite par le polygone est 
plus grande que AB x cire. AG, et par conséquent 
phis grande que la surface de la sphère dont le rayon 
^t CD. Or, au contraire, la surface de la sphère est 
plus grande que la surface décrite par le polygone, 
puisq[ue la première enveloppe la seconde de toutes 
parts. Donc i<> le diamètre d'une sphère multiplié par 
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer 
la surface d'une sphère plus grande. 

Je dis 1^ que ce même produit ne peut mesurer 
la surÊK^e d'une sphère plus petite. Car soit, s'il est 
possible, DE XcÂro. CD la surface de la sphère qui à 
pour rayon G A. On fera la même construction que 
dans le premier cas , et la surface du solide engendré 
pac le polygone sera toujours égale à MSxc/rc. AÇ. 

17. 
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Mais MS est plus petit que DE, et cire. AC plus petite 
que cire, CD; donc, par ces deux raisons^ la surface 
du solide décrit par le polygone serait plus petite que 
DE X cire. CD , et par conséquent plus petite que la 
surface de la sphère dont le rayon est AC. Or, au 
contraire , la surface décrite par le polygone est plus 
grande que la surface de la sphère dont le rayon est 
AC, puisque la première surface enveloppe la seconde; 
donc 29 le diamètre d'une sphère multiplié par la dr- 
conférence de son grand cercle ne peut être la mesure 
de la surface d'une sphère plus petite. 

Donc la surface de la sphère est égale à son dia- 
mètre multiplié par la circonférence de son grand 
cercle. 

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure 
en multipliant sa circonférence par la moitié du rayon 
ou le quart du diamètre ; donc la surface de la sphère 
esc quadruple de celle d^un grand cercle. 

Scholie, La surface de la sphère étant ainsi meswée 
et comparée à des surfaces planes , il sei'a facile d'avoir 
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques 
dont on a déterminé ci-dessus le rapport avec la sur- 
face entière de la sphère. 

D'abord le fuseau dont l'angle est A, est à la surface 
de la sphère comme l'angle A est à quatre angles 
*2o, 7. droits*, ou comme l'arc de grand cercle qui mesure 
Tangle A est à la circonférence de ce même grand 
cercle. Mais la surface de la sphère est égale à cette 
circonférence multipliée par le diamètre ; donc la 
surface du fuseau est égale à l'arc qui mesure l'angle 
de ce fuseau multiplié par le diamètre. 

En second lieu tout triangle sphérique est équi* 

valent à un fuseau dont l'angle est égal à la moitié de 

l'excès de la somme de ses trois angles sur deux 

*a3, 7. angles droits*. Soient donc P, Q, R, les arcs «de 

grand cercle qui mesurent les trois angles du trian- 
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sle ; soit C la circonférence d'un grand cercle 

et D son diamètre ; le triangle sphériqiie sera 

équivalent au fuseau dont Tangle a pour mesure 

P+Q+R— tC , - 

-^^ ' — , et par conséquent sa surface sera 
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Ainsi, dans le cas du triangle tri -rectangle, cha- 
cun des arcs P, Q, R, est égal à jC, leur somme 
est jC, l'excès de cette somme sur -^G est J^C, et la 
moitié de cet excès = jG ; donc la surface du triangle 
tri-rectangle =-^GxD, ce qui est la huitième partie 
de la surface totale de la sphère. 

La mesure des polygones sphériques suit immédia- 
tement de celle des triangles, et d'ailleurs elle, est 
entièrement déterminée par la prop, xxiv, liv. vu, 
puisque Tunité de mesure, qui est le triangle tri- 
ractangle, vient d'être évaluée en surface plane. 

PROPOSITION XI. 

LEMME. 

Les mêmes choses étant supposées que dans la fig. 263 
proposition ix, si de plus le point F, extrémité 
de Vaxe, est un des sommets du polygone , et 
qu'on ait FK < FO ; je dis que la surface engen- 
drée par la portion de polygone FAI , compo- 
sée de plusieurs côtés entiers FA et d'un demi- 
côté AI, est moindre que FKxcirc. OI. 

Car la surface décrite par la partie FA a pour me- 
sure FM* X cire. 01 , et la surface décrite par le demi- * 9. 
côté AI a pour mesure* AI x (7 ci/y?. AM -\-^circ. IK) : * g. 
or AM est plus petit que IK , puisque FK est moindre 
que FO; donc la surface ilécrite par AI est tnbiiidre 
que AI X cire. IK ou son égale MK X cire. 01 ; donc la 
surface entière décrite par FAI est moindre que FM 
X cire. 01 + MK X cire. 01 , ou FK Xeirc. OL 
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PROPOSITION XIL 



THÉOJIBKE. 



La surface d'une zone sphérique quelconqm 
est égale à la hauteur de cette zone multipliée 
par la circonférence d'un grand cercle. 

fig^*:*' Soit d'abord AD un arc moindre ou non plus grand 
que le quart de circonférence, et soit menée BD 
perpendiculaire ^mv le rayon AC ; je dis que la iodc 
décrite par la révolution de l'arc AB autour de AC 
a pour mesure AD X c/rc, AC. 

Car supposons d'abord que cette zone ait une me- 
sure plus grande, et soit, s'il est possible, cette mesure 
=DE X cire. AC. Circonscrivez à Tare AB unepordon 
de polygone régulier ^xyzu qui ne rencontre point l'arc 
décrit du rayon CE, et qui soit composée de plusieim 1 
côtés entiers uzjrx , suivis d'un demi-côté Ba? (i) :cda 
posé, la surface décrite par le polygone ^xjrzu, tour- 
* "• nant autour de Du, est moindre que DuXcfrc. AC*, 
et à plus forte raison moindre que DE X cire. AG,qui, 
par hypothèse, est la mesure de la zone décrite par 
AB. Donc la surface décrite par le polygone serait 
moindre que la surface décrite par l'arc inscrit : or, 
au contraire , la première surface est plus grande que 
la seconde, puisqu'elle l'enveloppe de toutes parts; 
donc rhypothese d'où l'on est parti ne saurait sub- 
sister ; donc i^ la mesure d'une zone spbâique ne 
peut être plus grande que la hauteur de cette zone 
multipliée par la circonférence du grand cercle. 

Je dis en second lieu que la mesure d'une zone 
sphérique ne peut être plus petite que la hauteur de 
cette zone multipliée par la circonférence d'un grand 

(i) Ces deux conditions seront remplies si l'on divise l'arc AB 
en un uombre impair de parties égaies, dont Tune Km soit moiiH 
are que AT, détermÎAée par la tangente ET menée par le point £* 
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cercle ; car supposons qu'il s'agit de la zone décrite 
par l'arc F£, et soit, s'il est possible, la mesure de cette 
2one =GEx cire. AC, plus petite que GE cire, CE. 
Inscrivez dans l'arc EF une portion de polygone régu- 
lier EMNF, dont les côtés ne rencontrent pas l'arc 
décrit du rayon CA, et abaissez CI perpendiculaire 
sur le côté EM. La sur£ice décrite par le polygone EOF 
aura pour mesure EG X cire. CI * , plus grande que * g. 
EG X cire. CA , qui , par hypothèse , est la mesure de 
la zone décrite par l'arc FE. Donc la surface décrite 
par le polygone FOE serait plus grande que la zone 
décrite par l'arc circonscrit FE : or, au contraire, la 
seconde surface est plus grande que la première, puis- 
qu'elle l'enveloppe de toutes parts. Donc a<^ la mesure 
d'une zone sphérique ne peut être moindre que la 
hauteur de cette zone multipliée par la circonférence 
d'un girand cercle. 

Il suit de là que la zone décrite par Tare DF a pour fig. 220. 
mesure OD x cire. DC, au moins tant que l'arc DF 
n'excède pas le <j[uart de la cirdotiférence. Mais la 
sphère entière composée des deux zones décrites par 
les arcs DF, FE, a pour mesure DE xc£rc. DC, ou 
OD X cire. DC -f- OE X cire. DC ; donc puisque OÙ 
X cire. DC est égale à la zone décrite par l'aire DF, 
il faudra que OE x cire. DC soit égale à la zone décrite 
par l'arc FE plus grand que le quart de circonférence, 
donc toute zone à une base a pouf mesure sa hauteur 
multipliée par là circonférence d'un grand cercle. 

Considérons enfin une zone quelconque décrite 
par la révolution de l'arc FH autour de l'axe DE, et 
èoient abaissées sur l'axe les deux perpendiculaires 
FO , HQ. La zone décrite par Parc DF a pour me- 
sure DO X cire. De : la zone décrite par l'arc DH a 
pour mesure DQ x cire. DC : donc la différence de 
ces deux zones ou la zone décrite par l'arc FH a pour 
mesure (DQ — DO) x cire. DC ou OQ x cire. DC. 
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Donc toute zone sphérique, à une ou à deux bases, a 
pour mesure la hauteur de cette zone multipliée par 
la circonférence d'un grand cercle. 

Corollaire. Deux zones sont entre elles comme leurs 
hauteurs , et une zone quelconque est à la surface de 
la sphère conune la hauteur de la zone est au diamètre. 

PROPOSITION XIII. 



THEOREME. 



fig «66 Si le triangle BAC c^ le rectangle BCE;F dt 
Thème base et de même hauteur tournent simul- 
tanément autour de la base commune BC y le so- 
lide décrit par la révolution du triangle sera le 
tiers du cylindre décrit par la révolution du 
rectangle. 

fig. a66. Abaissez sur Taxe la perpendiculaire AD ; le cônt 
décrit par le triangle ABD ^st le tiers du cylindre dé- 
♦ 5. crit pai^ le rectangle AFBD*, de même le cane décrit 
par le triangle* ADC est le tiers du cylindre décrit par 
le rectangle ADCE^ donc la somme des deux cônes ou 
le solide décrit par ABC est le tiers dç la^sçmme des 
deux cylindres ou du cylindre décrit pat le rectangle 
BCEF. 

fig. 267. Si la perpendiculaire AD tombait au -dehors du 
triangle , alors le solide décrit par ABC sefa^t la dif- 
férence des cônes décrits par ABD et ACD^.miais en 
même temps le cylindre décrit par BCEF serait la 
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD. 
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera 
toujours le tiers du cylindre décrit par la révolution 
du rectangle de même base et de même hauteur. 
Sehoiie, Le cercle dont AD est le rayon a pour 

a ■ a 

surface t: X AD ; donc tt x AD x BC est la mesure du 

a 

cylindre décrit par BCEF, et jirxADxBC est celle 
du solide décrit par le triangle ABC. 
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PROPOSITION XIV. 



PROBLÂME. 



Le triangle CAB étant supposé faire une réi^ô- fig. a6«. 
lution autour de la ligne CD, menée comme on 
voudra hors du triangle par son sommet C y trou* 
ver la mesure du solide ainsi engendré. 

Prolongez le côté AB jusqu'à ce qu'il rencontre 
l'axe CD en D , des points A et B abaissez sur l'axe 
les perpendiculaires AM, BN. 

Le solide décrit par le triangle ADC a pour me- 

■ a 

sure* y'^^xAMxCD; le solide décrit par le triangle *i3. 

•——a 

CBD a pour mesure -jx X BN X CD; donc la diffé- 
rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura 

pour mesure ^tu. (aM BN j X ^^' 

On peut donner à cette expression une autre forme. 
Du point I , milieu de AB , menez IK perpendiculaire 
à CD, et par le point B menez BO parallèle à CD, 
on aura AM+BN=:2lK* et AM— BNzpAO; donc ^7, 3. 

(AM + BN) X (AM— BN), ouÂM — BN=2lKx 
L AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc*, 0,5. 
' exprimée aussi par jir x IKX AO X CD. Mais si on 
abaisse CP perpendiculaire sur AB, les triangles ABO, 
DCP, seront semblables, et donneront la proportion 
AO : CP : : AB : CD ; d'où résulte AO X CD = CP X 
AB; d'ailleurs CP X AB est le double de l'aire du 
triangle ABC; ainsi on a A0xCD = 2ABC; donc 
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me- 
sure jTT X ABC X Kl, ou, ce qui est la même chose, 
ABC XfciVc. RI; (car cire. IK = 27r. IK). Donc le 
solide décrit par la réifolution du triangle ABC , a 
pour mesuré Vaire de ce triangle multipliée par les 
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deux tiers de la circonférence que décrit le point I 

milieu de sa base. 

ig. aCg. Corollaire. Si le côté AC=CB, la ligne CI sera 
perpendiculaire à AB, Taire ABC sera égale à ABx 
iCI, et la solidité 4^ X ABC X IK deviendra |^ X 
ABxIKxCL Mais les triangles ABO, CIK, sont 
semblables et donnent la proportion AB : BO ou 
MN :: CI : IR ; donc AB X IK = MN X CI ; donc le 
solide décrit par le triangle isôscele ABC aura pour 

mesure jTt X MN X CL 

Scholie. La démonstration précédente paraît sup- 
poser que la ligne AB prolongée rencontre Paxej 
mais les résultats n'en seraient pas moins vrais , 
quand la ligne AB serait parallèle à Taxe. 

fig. 270. En effet le cylindre décrit par AMNB a pour me- 

— — — » — — » 

sure TT. AM. MN, le cône décrit par ACM= jir. AM. 

CM, et le cône décrit par BCN=77r. AM.CN. Ajou- 
tant les deux premiers solides et retranchant le 
troisième, on aura pour le solide décrit par ABC, 

^.ÂBr.(MN + iCM — }CN) : et puisque CN — CM 
= MN, cette expression se réduit à 7r.AM.7MN, ou 

yTT.CP. MN, ce qui s'accorde avec les résultats déjà 
trouvés. 

PROPOSITION XV. 



THEOREME. 



«tj. 263. Soient AB, BC, CD, plusieurs côtés successifs 
d'un polygone régulier ^ O son centre^ et 01 k 
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec- 
teur polygonal AOD , situé d'un mêinê côté du 
diamètre FG, fasse une révolution autour de 



LIVRE YIII. ^67 

ce diamètre, le Solide décrit aura pour mesure 

y'ir.OI.MQ, MQ étant la portion de Vaxe termi- 
née par les perpendiculaires extrêmes AM, DQ, 

En effet, puisque le polygone est régulier, tous 
les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isosceles. 
Or, suivant le corollaire de la proposition précé- 
dente, le solide produit par le triangle isoscele AOB 

——a 

a pour mesure jîc.OI.MN, le solide décrit par le 
triangle BOC a pour mesure Ix. 01. NP, et le solide 

——a 

décrit par le triangle GOD, a pour mesure jiu.OI. 
PQ; donc la somme de ces solides , ou le solide entier 
décrit par le secteur polygonal AOD,.aura pour me- 
sure ^w. 01. (MN+NP+ PQ) ou|tc.OI\mQ, 

PROPOSITION XVI. 



THEOREME. 



Tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du 
rajonj et la sphère entière a pour mesure sa 
surface multipliée par le tiers du rayon. 

Soit ABC le secteur circulaire qui, par sa révo-fig. 271. 
lution autour de AC, décrit le secteur sphérique; la 
zone décrite par AB étant AD Xc/rc. AC ou 21c . AC. 
AD*, je dis que le secteur sphérique aura pour me- * n. 

sure cette zone multipliée par jAC , ou fir . AC .AD. 
Eh effet, 1^ supposons, s'il est possible, que cette 

quantité f w . AC . AD soit ]a mesure d'un secteur 
sphérique plus grand, par exemple, du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF semblable 
à ACB. 

Inscrives dans Tore EF la portion de polygone 
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régulier EMNF dont les côtés ne rencontrent pas 
Tare ÂB, imaginez ensuite que le secteur polygonal 
ENFC tourne autour de EC en même temps que le 
secteur circulaire ECF. Soit Cl le rayon du cercle 
inscrit dans le polygone, et soit abaissée FG perpen- 
diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur 

— >-» 
* i5. polygonal aura pour mesure jTu X CI X EG* : or CI 

est plus grand que AC par construction , et EG est 
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian- 
gles EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la 
proportion EG : AD : : FG : BD : : CF : CB ; donc EG 
.>AD. 

Par cette double raison -xXCIxEG est plus 

grand que jTtXCAxAD : la première expression est 
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal, 
la seconde est par hypothèse celle du secteur sphé- 
rique décrit par le secteur circulaire ECF ; donc le 
solide décrit par le secteur polygonal serait plus 
grand que le secteur spliérique décrit par le secteur 
circulaire ECF. Or, au contraire, le solide dont il 
s'agit est moindre que le secteur sphérique , puisqu'il 
y est contenu; donc l'hypothèse d'où on est parti ne 
saurait subsister; donc i^ la zone ou base d'un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne.peut me- 
surer un secteur sphérique plus grand. 

Je dis 2® que le même produit ne peut mesurer un 
secteur sphérique plus petit. Car , soit CEF le secteur 
circulaire qui par sa révolution produit le secteur 
sphérique donné, et supposons, s'il est possible, que 

■ a 

j77.CE X EG soit la mesure d'un secteur sphérique 
plus petit, par exemple, de celui qui provient du 
secteur circulaire ACB. 

La construction précédente restant la même , le 
solide décrit par le secteur polygonal aura toujours 
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J^our mesure |ic.€I.EG. Mais CI est moindre que 

CE ; donc le solide est nioindre que jir . CE . EG, qui, 
par hypothèse, est la mesure du secteur sphérique 
décrit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide 
décrit par le secteur polygonal serait moindre que le 
secteur sphérique décrit par ACB : or, au contraire, 
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur 
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans Tautre. 
Donc 20 il est impossible que la zone d'un secteur 
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la 
mesure d'un secteur sphérique plus petit. 

Donc tout secteur sphérique a pour mesure la zone 
qui lui sert de base multipliée par le tiers du rayon. 

Un secteur circulaire ACB peut augmenter jus- 
qu'à devenir égal au demi -cercle; alors le secteur 
sphérique décrit par sa révolution est la sphère en- 
tière. Donc la solidité de la sphère est égale à sa sur' 
face multipliée par le tiers de son rayon. 

Corollaire. Les surfaces des sphères étant comipe 
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliées 
par les rayons sont comme les cubes des rayons. 
Donc les solidités de deux sphères sont comme les 
cubes de leurs rayons, ou comme les cubes de leurs 
diam^etres. 

Scholie. Soit R le rayon d'une sphère , sa sur- 
face sera 4''^R% et sa solidité 4^»^^* X|R, ou yirR^ 
Si on appelle D le diamètre, on aura .R = 7D, et 
R' = -^ D^ ; donc la soUdité s'exprimera aussi pai; 
^t: X jD% ou {t:B\ 

PROPOSITION XVIL 

THlâOREME. / 

La surface de la sphère est à la surface totale 
du cylindre circonscrit (en. y comprenant ses 
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bases) comme nestà^. Les solidités de ces deux 
corps sont entre elles dans le même rapport. 

fig- 27a. Soit MPNR le grand cercle de la sphère, ABCD 
le quarré circonscrit; si on fait tourner à la fois le, 
demi-cercle PMQ et le demi*quarré PADQ autour 
du diamètre PQ, le demi-cercle décrira la sphère, 
et le demi-quarré décrira le cylindre circonscrit à la 
sphère, 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia- 
mètre PQ, la base du cylindre est égsde au grand 
cercle, puisqu'elle a pour diamètre AB égale à MN; 
*4* donc la surface convexe du cyUndre^ est égale à la 
circonférence du grand cercle multipliée par son 
diamètre. Cette mesure est la même que celle de 

* le* la surface de la sphère * : d'où il suit que la 5ur- 

Jace de la sphère esc égale à la sur/ace con^e^ 
du cylindre circonscrit. 

Mais la siuface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface convexe du cylindre circons- 
crit est égale aussi à quatre grands cercles : si on y 
joint les deux bases qui valent deux grands cycles, 
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale à 
six grands cercles ; donc la surface de la sphère est à 
la surface totale du cylindre circonscrit comme 4 est 
à 6, ou comme 2 est à 3. C'est le premier point qu'il 
s'agissait de démontrer. 

En second lieu, puisque la base du cylindre cir- 
conscrit est égale à un grand cercle et sa hauteur au 
diamètre, la solidité du cylindre sera égale au grand 
*i. cercle multiplié par le diamètre*. Mais la solidité de 
la sphère est égale à quatre grands cercles multipliés 

* 16. par le tiers du rayon * , ce qui revient à un grand 

cercle multiplié par ^ du rayon, ou f du diamètre; 
donc la sphère est au cylindre circonscrit comme 
a est à 3 , et par conséquent les solidités de ces 
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deux corps sont icntre elles comme leurs surfaces. 

Scholie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les 
faces touchent la sphère, ce polyèdre pourra être 
considéré comme composé de pyramides qui ont 
toutes pour sommet le centre de la sphère , et dont 
les bases sont les différentes faces du polyèdre. Or 
il est clair que toutes ces pyramides auront pour 
hauteur commune le rayon de la sphère, de sorte 
que chaque pyramide sera égale à la face du po- 
lyèdre qui lui sert de base, multipliée par le tiers 
du rayon : donc le polyèdre entier sera égal à sa 
surface multipliée par le tieris du rayon de la sphère 
inscrite. 

On voit par là que les solidités des polyèdres cir- 
conscrits à la sphère sont entre elles comme les 
surfaces de ces mêmes polyèdres. Ainsi la pro- 
priété que nous avons démontrée pour le cylindre 
circonscrit est commune à une infinité d^autres 
corps. 

On aurait pu remarquer également que les sur- 
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre 
elles comme leurs contours. 

PROPOSITION XVIII. 

paOBLEME* 

Le segment circulaire BMD étant supposé ûg.2-;^. 
faire une ré\^olution autour d'un diamètre ex* 
térieur à ce segment y trouver la valeur du solide 
engendré. 

Abaissez sur l'axe les perpendiculaires BE, DF; 
menez CI perpendiculaire sur la corde BD, et tirez 
les rayons CB, CD. 

Le solide décrit par le secteur BCA = 7i7.CB. 



■i ■■^ 
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Mettant cette valeur à la place de BD dans l'expres- 
sion du segment , et effaçant ce qui se détruit , on 
aura pour la solidité du segment, 

iir.EF.(3BË + 3DF+ÊF'), 
expression qui se décompose en deux parties ; Tune 

iw.EF.(3BÊ + 3DF),ou EF 

est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur ; 

l'autre j-TT.EF représente la sphère dont EF est le 
diamètre * : donc tout segment de sphère, etc. *i4.8ch. 

Corollaire, Si l'une des bases est nulle, le segment 
dont il s'agit devient un segment sphérique à une 
seule* base ; donc tout segment sphérique à une base 
équivaut à la moitié du cylindre de même hase et de 
mé?ne liauteur, plus la spliere dont cette hauteur est 
le diamètre. 

Scholie général. 

Soit R le rayon de la base d'un cylindre, H sa 
hauteur ; la solidité du cylindre sera tt R" x H , ou 
irR' H. 

Soit R le rayon de la base d'un cône, H sa hauteur; 
la solidité du cône sera ttR* x{H, ouy7:R" II. 

Soient A et B les rayons des bases d'un cône tron- 
qué , H sa hauteur ; la solidité du tronc de cône sera 
firH (A' + B' + AB). 

Soit R le rayon d'une sphère ; sa solidité sera 
^7rR\ 

Soit R le rayon d'un secteur sphérique , H la 
hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du 
secteur sera | tc R^ H. 

Soient P et Q les deux bases d'un segment sphé- 

Sept. Ed^ 18 



274 GBOMQTRIE. 

rique , H sa hauteur , la solidité de ce segment se 

(£±2).H+.xH-., 

Si le segment sphérique n'a qu'une base P, Faut 
étant nulle, sa solidité sera |PH -f- { -77 H\ 
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NOTE I. 

Sur quelques noms et dé/initions. 

Un a introduit dans cet ouvrage quelques expressions et 
léfinitions nouvelles qui tendent à donper au langage géo- 
métrique plus d'exactitude et de précision. Nous allons 
pendre compte de ces changements , et en proposer quel- 
ques autres qui pourraient remplir plus complètement les 
Duc'ines vues. 

Dans la définition ordinaire du parallélogramme rec- 
tangle et du quarréy on dit que les angles de ces figures sont 
droits ; il serait plus exact de dire que leurs angles sont 
égaux. Car, supposer que les quatre angles d'un quadrila- 
tère peuvent être droits, et même que les angles droits 
sont égaux entre eux , c'est supposer des propositions qui 
ont besoin d'être démontrées. On éviterait cet inconvé- 
nient et plusieurs autres du même genre, si, au lieu de 
placer les définitions , suivant l'usage , à la tête d'un livre , 
on les distribuait dans le courant du livre , chacune à la 
place où ce qu'elle suppose est déjà démontré. 

"L^mot parallélogramme , suivant son étymologie, signifie 

lignes parallèles; il ne confient pas plus à la figure de quatre 

côtés qu'à celles de six , de huit , etc. , dont les opposésr 

seraient parallèles. Le mol parallélépipède signifie de même 

plans parallèles ; il ne désigne pas plus le solide à six faces 

que ceux qui en auraient huit , dix , etc. , dont les gpposées 

seraient parallèles. Il parait donc que les dénominations d^ 

parallélogramme et de parallélépipède, qui d'ailleurs ont 

l'inconvénient d'être fort longues , devraient être bannies 

de la géométrie. On pourrait leur substituer celles de 

rhomhç et rkomhoïde , qui sont bea^coup plus commpdcs , 

.18 



aj6 NOTE I. 

et conserver le nom de lozange au quadi'ilatere dont les 
côtés sont égaux. 

Le mot inclinaison doit être entendu dans le même sens 
que celui d'angle ; Tun et l'autre indiquent la manière 
d'être de deux lignes ou de deux plans qui se rencontrent, 
ou qui , prolongés , se rencontreraient. L'inclinaison de 
deux lignes est nulle lorsque l'angle est nul, c'est-à-dire 
lorsque les lignes sont parallèles ou coïncidentes. L'incli- 
naison est la plus grande lorsque l'angle est le plus grand, 
ou lorsque les deux lignes font entre elles un angle trè»- 
obtus. La qualité de pencher est prise dans un sens diffé- 
rent; une \i^ne penche d'autant plus sur une autre qu'elle 
s'écarte'plus de la perpendiculaire à celle-ci. 

Euclide et d'autres auteurs appellent assez souvent triant 
gles égaux des triangles qui ne sont égaux qtl'en surfacej 
et solides égaux des solides qui ne sont égaux qu'en solidité. 
Il nous a paru plus convenable d'appeler ces triangles ou 
ces solides triangles ou solides équivalents , et de réserver la 
dénomination de triangles égaux, solides égaux, à ceux qui 
peuvent coïncider par la superposition. 

H est de plus nécessaire de distinguer dans les solides et 
les surfaces courbes deux sortes d'égalité qui sont diffé- 
rentes. En effet , deux solides , deux angles solides , deux ' 
triangles ou polygones spliériques , peuvent être égaux * 
dans toutes leurs parties constituantes , sans néanmoins ' 
coïncider par la superposition. Il ne paraît pas que cette j 
observation ait été faite dans les livres d'éléments; et ce- 
pendant , faute d'y avoir égard , certaines démonstrations 
fondées sur la coïncidence des figures ne sont pas exactes. 
Telles sont les démonstrations par lesquelles plusieurs au- 
teurs prétendent prouver l'égalité des triangles sphéri- 
ques dans les mêmes cas et de la même manière que celle 
des triangles rectilignes : et on en voit sur- tout un exemple 
frappant, lorsque Robert Simson (i) , attaquant la démons- 
tration de la prop. xxviii, liv. xi, d'Euclide, tombe lui- 
même dans l'inconvénient de fonder sa démonstration sur 



(i) Voyez l'ouvrage de cet auteur, iatitulé : Eudidis Elementorm 
Ubri sex , etc. Gîasguce , 1 7 56 . 
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une coïncidence qui n'existe pas. Nous avons donc cru de- 
voir donner un nom particulier à cette égalité qui n'en- 
traîne pas la coïncidence ; nous l'avons appelée égalité par 
synunétrie ; et les figures qui sont dans ce cas, nous les ap* 
pelons figures symmétriques . 

Ainsi les dénominations de figures égales , figures symme- 
triques, figures équivalentes , se rapportent à des chosek 
différentes , et ne doivent pas être confondues en une seule 
dénomination. 

Dans les propositions qui concernent les polygones , Ie$ 
angles solides et les polyèdres , nous avons exclus formel- 
lement ceux qui auraient des angles rentrants. Car, outre 
qu'il convient de se borner dans les éléments aux figures le* 
^ plus simples, si cette exclusion n'avait pas lieu, certaines 
^ propositions ou ne seraient pas vraies , ou auraient besoin 
de modification. Nous nous sommes 'donc réduits à la con- 
sidération des lignes et des surfaces que nous appelons con- 
vexes ^ et qui sont telles qu'une ligne droite ne peut les 
couper en plus de deux points. 

Nous avons employé assez fréquemment l'expression 

produit de deux ou d'un plus grand nombre de lignes ; par 

"" où nous entendons le produit des nombres auxquels ces 

^ lignes sont égales , en les évaluant d'après une unité linéaire 

^ prise à volonté. Le sens de ce mot étant ainsi fixé , il n'y a 

I aucune difficulté à en faire usage. On entendrait de même 

\ ce que signifie le produit d'une surface par une ligne , d'une 

i surface par un solide , etc. : il suffit d'avoir établi une fois 

^ pour toutes que ces produits sont ou doivent être consi- 

t aérés comme des produits de nombres , chacun de l'espèce 

Ç qui lui convient. Ainsi le produit d'une surface par un solide 

n'est autre chose que le produit d'un nombre d'unités su- 

'. perficielles par un nombre d'unitéa solides. 

^. Souvent , dans le discours , on se sert du mot angle pour 

désigner le point situé à son sommet : cette expression est 

vicieuse. Il serait plus clair et plus exact de désigner par un 

- nom particulier , tel que celui de sommets, les points situés 

aux sommets des angles d'un polygone et d'un polyèdre. 

C'est ainsi qu'on doit entendre la dénomination de sommets 

! ^' un polyèdre dont nous avons fait usage» 
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Nous avons suivi la définition ordinaire àt&figurcs rcctt- 
lignes semblables ; mais nous observerons qu'elle contient 
trois conditions superflues. Car, pour construire un poly- 
gone dont le nombre des côtés est n , il faut d'abord con- 
naître un côté, et ensuite avoir la position des sommets des 
angles situés hors de ce côté. Or', le nombre de ces angles 
est /z — 2 , et la position de chaque sommet exige deux don- 
nées ; d'où il suit que le nombre total des données néces- 
saires pour construire un polygone de n côtés est i+a« — 4i 
ou a« — 3. Mais dans le polygone semblable il y a nn côté 
à volonté ; ainsi le nombre de conditions pour qu'nn l>oly- 
gone soit semblable à un polygone donné, est a/i — 4* Or la 
définition ordinaire exige, i® que les angles soient égaux 
chacun à chacun, ce qui fait n conditions ; a^ que les côtés 
homologues soient proportionnels, ce qui fait n — i condi- 
tions. Il y a donc en tout a/i— i conditions , ce qui fait trois 
de trop. Pour obvier à cet inconvénient , on pourrait dé- 
composer la définition en deux autres , savoir : 

i^ Deux triangles sont semblables y lorsqu'ils ont deux 
angles égaux chacun à chacun, 

2^ Deux polygones sont semblables lorsqu* on peut former 
dans Vun et dans Vautre un mcinc nombre de triangles sem- 
blables chacun à chacun et semblablement disposés. 

Mais , pour que cette dernière déiiiiitiou ne conlienne 
pas clle-incme de conditigjis superflues , il faut que le 
nombre des triangles soit égal au noniibre des côtés du po- 
lygone moins deux ; ce qui peut avoir lieu de deux manières. 
On peut mener de deux angles liomologues des diagonales 
aux angles opposés , alors tous les triangles formés dans 
chaque polygone auront un sommet commun , et leur somme 
sera égale au polygone ; ou bien , on peut supposer que tous 
les triangles formés dans un polygone , ont pour base com- 
mune un côté du polygone , et pour sommets ceu^ des dif- 
férents angles opposés à cette base. Dans l'un ou l'autre cas 
le nombre des triangles formés de pari; et d'autre étant 
n — 2, les conditions de leur similitude seront au nombre 
de in — 4 ; et la définition ne contiendra rien de superflu. 
Cette nouvelle définition étant posée , l'ancienne deviendra 
un théorème qu'on pourra démontrer immédiatement. 
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Si la défini don des figures rectilignes semblables est im- 
parfaite dans les livres d'éléments, celle des solides polyè^ 
dres semblables Test encore bien davantage. Dans Euclide , 
cette définition dépend d'un théorème non démontré ; dans 
d'autres auteurs elle a l'inconvénient d'être fort redon- 
dante. Nous avons donc rejeté ces définitions des solides 
semblables , et nous leur en avons substitué une fondée sur 
les principes que nous venons d'exposer. Mais , comme il y 
a beaucoup d'autres observations à faire à ce sujet, nous y 
reviendrons dans une note particulière. 

La définition de la perpendiculaire à un plan peut être 
regardée comme un théorème ; celle de X inclinaison de deux 
plans a besoin aussi d'être justifiée par un raisonnement \ 
plusieurs autres sont dans le même cas. C'est pourquoi, en 
conservant ces définition» suivant l'ancien usage , nous 
avons eu soin de renvoyer aux propositions où elles sont 
démontrées ; quelquefois nous nous sommes contentés d'a- 
jouter un éclaircissement succinct qui nous a paru suffisant. 

U angle formé par la rencontre de deux plans, et V angle 
solide formé par la renconjtre de plusieurs plans en un même 
point , sont des grandeurs , chacune de son espèce , aux- 
quelles il serait peut-être bon de donner des noms particu- 
liers. Sans cela il est difficile d'éviter l'obscurité et les cir- 
conlocutions lorsqu'on parle de l'arrangement des plans qui 
composent la surface d'un polyèdre. Et comme la théorie 
de ces solides a été peu cultivée jusqu'à présent, il y a moins 
d'inconvénient à y introduire des expressions nouvelles , 
si elles sont reclamées par la nature des choses. 

Je proposerais d'appeler coin l'angle formé par deux 
plans ; V arête ou faîte du coin serait l'intersection commune 
des deux plans. Le coin se désignerait par quatre lettres 
dont les deux moyennes répondraient à l'arête. Alors un coin 
droit serait l'angle formé par deux plans perpendiculaires 
entre eux. Quatre coins droits rempliraient tout l'espace 
angulaire solide autour d*une ligne donnée. Cette nouvelle 
dénomination n'empêcherait pas que le coin n'eût toujours 
pour mesure l'angle formé par les deux perpendiculaires 
menées dans chacun des plans à un même point de l'arête 
ou intersection commune. 
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Enfin , on pourrait appeler angloïde Fespace angulaire 
compris entre i)lusieurs plans qui concourent en un même 
point. L'angloïde se désignerait par la lettre du sommet 
suivie d'autant de lettres qu'il y a d'arêtes réunies au som- 
met ; V angloïde droit serait formé par trois plans perpendi- 
culaires entre eux; huit angloïdes droits rempliraient tout 
l'espace angulaire sphérique autour d'un point; et deux 
angloïdes droits adossés par une face commune y feraient 
un coin droit. 

Une seule donnée est nécessaire pour déterminer le coin; 
plusieurs le sont pour déterminer l'angloïde. £n général, 
tout angloïde intercepte , sur la surface de la sphère décrite 
de son sommet comme centre, un polygone sphérique;- et 
SI on appelle n le nombre des côtés de ce polygone , le 
nombre des données nécessaires pour déterminer le poly- 
gone et l'angloïde, sera 27z-*3. Quant à l'espace angulair». 
qui est la grandeur effective de chaque angloïde , il est pro- 
portionnel à l'aire du polygone sphérique intercepté. 

NOTE II. 

Sur la démonstration de la prop, XX , Iw. /, et 
de quelques autres propositions fondamen- 
taies de la géométrie. 

♦ pi j3^ Dans la démonstration de la prop. XX, liv. I , on sup- 
fig. 9. pose qu'étant donné l'angle A , moindre que dejix tiers 
d'un droit , et un point D situé au dedans de cet angle , il 
est toujours possible de faire passer par le point D une 
droite EF qui rencontre à la fois les deux côtés de l'angle A. 
Cette possibilité est assez évidente pour faire la base d'une 
démonstration. Car si l'on prend des parties égales sur les 
deux côtés de l'angle , et qu'on joigne successivement les 
points également distants de A par les droites MN, M'N\ 
M ]\ , etc. , il est clair que ces droites s'éloigneront de plus 
en plus du point A, et que leur distance à ce point pourra 
devenir plus grande que toute grandeur donnée. Donc il y 
aura une de ces droites M'N' qui passera au delà du point 
donné D, et alors en joignant IN' et D , K'DE sera la droite 
demandée. 



NOTB II. 281 

Dans EucUde on démontre d'abord qne deux droites AB , fig. lo. 
CE , qui font avec une troisième AC deux angles BAC, ACE , 
dont la somme est égale à deux droits , ne sauraient se 
rencontrer; ensuite on prend pour accordé que toute droite 
AI , menée dans l'angle BAC , doit rencontrer CE , en les 
prolongeant suffisamment l'une et l'autre. Si les deux angles 
BAC , ACE , sont droits , la demande d'Euclide revient à 
ceci : Pour peu qu'un angle lAC sait moindre 'qu'un angle 
droit y toute droite CE, inenée perpendiculairement au côté 
AC, doit rencontrer le côté AI prolongé , ou bien en pre- 
nant l'angle CAL égal à CAI , on peut l'énoncer encore de 
cette autre manière : Étant donné l'angle lAL aussi peu 
différent qu'on voudra de deux angles droits y avec un point 
D situé dans cet angle ^ duquel on abaissera DC perpendi- 
culaire sur la droite AC qui divise en deux parties égales 
l'angle lAL , cette droite DC , prolongée suffisajnment ren- 
€ont¥<era toujours les côtés de l'angle lAL. 

Lia demande d'Euclide est donc , relativement à un angle 
aussi peu différent qu'on voudra de deux angles droits , la 
même que celle dont j'ai fait usage relativement à un angle 
trois fois moindre, et où l'intersection est beaucoup plus 
manifeste. Par les différents essais qui ont été faits jusqu'ici 
pour suppléer à la demande d'Euclide , il parait qu'on ne 
peut ^ueres pousser plus loin la rigueur des démonstra- 
tions dans la proposit. XX , ou , ce qui revient au même , 
dans la théorie des parallèles , à moins de partir d'une dé- 
finition de la ligne droite différente de celle qui sert de base 
À cet ouvrage. Mais si on considère cet objet d'une manière 
plus abstraite , l'-analyse offre un moyen aussi simple que 
facile de démontrer rigoureusement le théorème sur la somme 
deft trois angles d'un triangle , ainsi que les autres propo- 
sitions fondamentales de la géométrie. C'est ce que nous 
allons développer avec tout le détail nécessaire. 

On démontre immédiatement par la superposition, et 
sans aucune proposition préliminaire que deux triangles 
sont égaux y lorsqu'ils ont un côté égal adjacent à deux 
angles égaux chacun à chacun. Appelons p le côté dont il 
s'agit , A et B les deux angles 'adjacents , C lé troisième 
angle. Il faut donc que l'angle C soit entièrement déter^ 
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miné , lorsqu'on connaît les angles A et B , arec le eàtép ; 
car , si plusieurs angles C pouvaient correspondre aux trois 
données A , B ,/? ^ il y aurait autant de triangles différents 
qui auraient un côté égal adjacent à deux angles égaux , ce 
qui est impossible : donc Tangle C doit être une fonction 
déterminée des trois quantités A , B , /? ; ce que j'exprime 
ainsi, C = 9 : ( A, B,/? ). 

Soit l'angle droit égal à l'unité , alors les angles A, B^ C, 
seront des nombres compris entre o et 2 ; et puisque C = 
Ç : ( A, B ,/? ) , je dis que la ligne/? ne doit point entrer dans 
la fonction 9. En effet on a tu que C doit être entièrement 
déterminé par les seules données A, B ,/7^ sans antre angle 
ni ligne quelconque, mais la ligne/? est hétérogène avec les 
nombres A , B , C ; et si on avait une équation quelconqae 
entre A, B, C,/?, on en pourrait tirer la valeur de/? en 
A , B , C; d'où il résulterait que/? est égal à un nombre, ce^ 
qui est absurde : donc/? ne peut entrer dans la fonction f^ 
et on a simplement C = 9 : (A, B)....(i) 

Cette formule prouve déjà que , si deux angles d'un 
triangle sont égaux à deux angles d'un autre triangle , le 
troisième doit être égal au troisième ; et , cela posé , il est 
facile de parvenir au théorème que nous avons en vue. 
% [ 5t. Soit d'abord ABC un triangle rectangle en A ; du point 
A abaissez AD perpendiculaire sur l'hypoténuse. Les angles 
B et D du triangle ABD sont égaux aux angles B et A du 

(i) On a objecté contre cette démonstration que, si elle était 
appliquée, mot pour mot, aux triangles sphériques, il en résulte- 
rait que deux angles connus suffisent pour déterminer le troi- 
sième, ce qui n'a pas lieu dans ces sortes de triangles. La réponse 
est que, dans les triangles sphériques, il y a un élément de plus que 
dans les triangles plans , et cet élément est le rayon de la sphère 
do<Tt on ne doit pas faire abstraction. Soit donc r le rayon , alors 
au lieu d'avoir C=9 (A, B,/?), on auraC = q) (A,B,/?,r), ou 

seulement C= 9 Ta, B, -J , en vertu de la loi des homogènes. 
Or, puisque le rapport ^ est un nombre , ainsi que A , B , C , rien 

n'empêche que - ne se trouve dans la fonction ç , et alors on 
n'en peut plus conclure C^rç (A, B}. 
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triangle BAC; donc, suiyant ce qu'on vient de di'raonrrer, 
le troisième BAD est égal au troisième C. Par la même 
raison l'angle DAC=B, donc BAD-f-DAC, ou BAC 
z=:B-|-C : or l'angle BAC est droit ; donc les deux angles 
aigus d'un triangle rectangle , pris ensemble , valent un 
angle droit. 

Soit ensuite BAC un triangle quelconque et BC un côté ^g- 3. 
qui ne soit pas moindre que chacun des deux autres : si 
de Tangle opposé A on abaisse la perpendiculaire AD sur 
BC, cette perpendiculaire tombera au-Jedans du triangle 
ABC, et le partagera en deux triangles rectangles BAD, 
DAC : or , dans le triangle rectangle BAD , les deux angles 
BAD, ABD, valent ensemble un angle droit ; dans le trian- 
gle rectangle DAC, les deux angles DAC, ACD, valent 
aussi un angle droit. Donc les quatre réunis , ou seulement 
les trois BAC, ABC, ACB, valent ensemble deux angles 
droits ; donc dans tout triangle la somme des trois an^s 
est égale à deux angles droits. 

On voit par-là que ce théorème ; considéré a priori^ ne 
dépend point d'un enchaînement de propositions , et qu'il 
se déduit immédiatement du principe de l'homogénéité , 
principe qui doit avoir lieu dans toute relation entre des 
quantités quelconques. Mais poursuivons , et faisons voir 
qu'on peut tirer de la même source les autres théorèmes 
fondamentaux de la géométrie. 

Conservons les mêmes dénominations que ci-dessus , et 
appelons de plus m le côté opposé à l'angle A , et /i le côté 
opposé à l'angle B. La quantité m doit être entièrement 
déterminée par les seuiea quantités A, B,/?; donc m est 



m 



une fonction de A, B, j9^ et — en est une aussi, de sorte 

qu'on peut faire — =4»:(A,B,/?). Mais — est un nom- 
bre , ainsi que A et B ; donc la fonction ^ ne doit point 
contenir la ligne j9^ et on a simplement — = <]; : (A, B), 

ou mzzzp <|; : ( A, B). On a donc semblablement n:=zp ^ : 
(B,A). 

Soit maintenant un autre triangle formé avec les mêmes 
angles A , B , C , auxquels soient opposés les côtés m', vl^ p*, 
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respectivement. Puisque A et B ne changent pas , on aura 
dans ce nouveau triangle m' z=z.p' ^ ( A , B) , et i^-zzip' ^ : 
( B , A ). Donc m : m' :: n m' :: p : p' , Donc , clans les trianr 
gles équiangles y les côtes opposés aux angles égaux sont 
proportionnel, 

La proposition du quarré de l'hypoténuse est , comme 
on sait, une suite' de celle des triangles équiangles. Voilà 
donc trois propositions fondamentales de la géométrie , celle 
des trois angles d'un triangle, celle des triangles équiangles, 
et celle du quarré de Thypoténuse , qui se déduisent très- 
simplement et très-immédiatement de la considération des 
fonctions. On peut par la même voie démontrer très -suc- 
cinctement les propositions concernant les figures sem- 
blables et les solides semblables. 
- Soit A B CD un polygone quelconque; ayant choisi un 

côté AB., comme base, formez autant de triangles A B C , 
ABD , etc. sur cette base , qu'il y a d'angles C , D , £ , etc. 
au-dehors. Soit la base ABzzr/?; soient A et B les deux 
angles du triangle ABC adjacents au côté AB ; soient A' et 
B' les deux angles du triangle ABD adjacents au même 
côté AB , et ainsi de suite. La figure ABCDE sera entière- 
ment déterminée , si on connaît le côté p avec les angles 
A , B , A', B', A", B", etc. , et le nombre des données sera 
en tout in — 3 , n étant le nombre des côtés du polygone. 
Cela posé , un côté ou une ligne quelconque .r , menée 
comme on voudra dans le polygone , sera une fonction de 



œ 



ces données ; et comme — doit être un nombi^ , on pourra 

r 



X 



supposer - = tj; : ( A , B , A', B', etc. ) , ou x-=ip <p : ( A , B , 
P 

A', B', etc.), et la fonction ({> ne contiendra point/?. Si, 
avec les mêmes angles A , B , A', B', etc. et un autre côté 
/?', on forme un second J)olygone, on aura pour la ligne .r', 
correspondante ou homologue à ^, la valeur x'=ip' ^i 
( A, B, A', B', etc. ) ; donc t : œ' :: p \p\ On peut définir 
les figures ainsi construites , figures semblables ; donc dans 
les figures semblables les lignes homologues sont proportion- 
nelles. Ainsi , non-seulement les côtés homologues , les dia- 
gonales homologues , mais les lignes terminées de la même 
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manière dans les deux figures , sont entre elles comme deux 
autres lignes homologues quelconques. 

Appelons S la surface du premier polygone , cette surface 

est homogène au quarré/?*; il faut donc que— ^ soit un 

nombre qui ne contienne que les angles A , Bi, A', B', etc. , 
de sorte qu'on aura S=p* ? : ( A , B , A', B', etc. ). Par la 
même raison , si S' est la surface du second polygone , on 
aura S'=/?" ? : (A, B, A', B', etc.). Donc S : S' iip"" :p'^; 
donc les surfaces des fibres semblables sont entre elles 
comme les quarrés des côtés hom,ologues. 

Tenons maintenant aux polyèdres. On peut supposer 
qu'une face est déterminée au moyen d'un côté connu/? et 
de plusieurs angles A , B , C , etc. Ensuite les sommets des 
angles solides, hors de cette base, seront déterminés chacun 
par le moyen dé trois données , qu'on peut regarder comme 
autant d'angles ; de sorte que la détermination entière du 
polyèdre dépend d'un côté j» , et de plusieurs angles A , B , 
C , etc. , donc le nombre -varie suivant la nature du polyè- 
dre. Cela posé , une ligne qui joint deux sommets , ou , plus 
généralement , toute ligne x menée d'une manière déter- 
minée dans le polyèdre sera une fonction des données jd^ 

I 

A , B , C , etc. ; et comme - doit être un nombre , la fonc- 

P 

tion égale à - ne contiendra que les angles A , B , C , etc. , 

et on pourra supposer xzzip ? : ( A, B , C, etc. ). La surface 
du solide est homogène à p"^ ; ainsi , cette surface peut se 
représenter par/?* <|/ : ( A, B, C, etc. ); sa solidité est homo- 
gène à/?*, et peut se représenter par /^^ n : (A, B, C, etc.), 
les fonctions désignées par <]; et n étant indépendantes 
de p. 

Construisez un second solide avec les mêmes angles A, B, 
C, etc. , et un côté/?' différent de p : nous appellerons les 
solides ainsi construits solides semblables ; et , cela posé , la 
ligne qui était/? ? : ( A , B , C , etc. ) , ou simplement/? ? dans 
nn solide sera/?' 9 dans un autre; la surface qui était/?* ^ 
dans l'un sera p'* ^ dans l'autre, et enfin la solidité qui 
était /?^ Il dans l'un sera/?'' n dans l'autre. Donc, i° les 
solides semblables ont les côtés ou lignes homologues pro^ 
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. portionnelles ; 2** leurs surfaces sont comme les quarrés des 
côtés homologues; 3® leurs solidités sont comme les cubes 
de ces mêmes côtés. 

Les mômes j)rincip€S s'appliquent aisément au cercle. 
Soit c la circonférence et s la surface du cercle dont le 
rayon est r; puisqu'il ne peut y avoir deux cercles inégaux 

. c s » 
décrits du même rayon , les quantités - et ~ doivent être 

des fonctions déterminées de r: mais , comme ces quantités 
sont des nombres , elles ne doivent point contenir dans leur 

. * . c s 

expression la ligne r; et ainsi on aura -zz=a,et-7 =6| 

9. et estant des nombres constants. Soit c' la circonférence 
et s' la surface d'un autre cercle dont le rayon est r; on 

aura donc aussi -7-=a, et -71 =0. Donc cid M r* t^ ^ et 

s ',s^ V, r* : r'* ; donc les circonférences des cercles sont comme 
les rayons , et leurs surfaces comme les quarrés des rayons. 
Considérons un secteur dont r soit le rayon et A l'angle 
au centre ; soit x l'arc qui termine le secteur, et y la surface 
de ce môme secteur. Puisque le secteur est entièrement 
déterminé lorsqu'on connaît /-et A , il faut que x et y 

soient des fonctions déterminées de r et de A , donc - et «^ 

oc 
sont aussi de pareilles fonctions. Mais - est un nombre, 

ainsi que *^; donc ces quantités ne doivent point contenir 
/', et elles sont simplement fonctions de A , de sorte qu'on 



aura 



y 



- = 9 : A, et ^ =:r ^j; : A. Soient a:' et f Varc et la 

surface d'un autre secteur dont l'angle est A et le rayon r'; 
nous appellerons ces deux secteurs secteurs semblables ; et 

x' 
puisque l'angle A est égal de part et d'autre , on aura — 

= ? : A, et-^^=:^ : A.Doncx : ^•':: /•:/, et r :/':: rW; 

donc les arcs semblables ou les arcs des sccieurs semblables 
sont proportionnels aux. rayons , et les secteurs ewc-mcmes 
sont proportionnels aux quarrés des rayons. 

Il est clair qu'on prouverail, de la mcnie manière , que 
1rs sphères sont comme les cubes de leurs ravons. 
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On suppose , dans tout ce qui précède, que les surfaces se 
mesurent par le produit de deux lignes , et les solidités par 
le produit de trois ; c*est ce qu*il est facile de démontrer 
aussi par voie d'analyse. Considérons un rectangle dont les 
dimensions sont/? et ^^ et sa surface qui est une fonction 
dep et q , représentons-la par ? : (/? , q). Si on considère 
un autre rectangle dont les dimensions sont p-^-p' et ^^ il 
est clair que ce rectangle est composé de deux autres , Tun 
qui a pour dimensions /? et ^ , l'autre qui a pour dimensions 
jP' et q ; de sorte qu'on aura 

Soit />'=/? , on aura 9 (a/>, ^) = 29(/>, q). Soit />'= 
% p^oTL aura ? (3/?, g) = ?(/?, ^)-t*'P(ai>, ^) = 3? 
{p, q). Soitp'=L^p, on aura? (4/?, q) = 9 {p, ^) + 
?(3/?,^)=4ç(/?,^). Donc en général , si k est un nombre 
entier quelconqpe, on aura 9 {^p^ q)z=z^ ? (/?, ^)ou 

~=r ^ , — i-^. Il résulte de la que -^ — =-^ est une 

php p 

telle fonction de/? y qu'elle ne change pas en mettant à la 

place de/7 un multiple quelconque hp. Donc cette fonction 

est indépendante de/>^ et ne doit renfermer que q. Mais 

par une raison semblable — -=- — ^-^doit être indépendante 

de q ; donc —^ — ^-^ ne renferme ni /? ni ^ , et ainsi cette 

quantité doit se réduire à une constante a. Donc on aura 
^ iP ^)^^—^°^P ^y ®^ conmie rien n'empêche de prendre 
^ = I , on aura ? (/? , ^ ) =/> q ; ainsi la surface d'un rec- 
tangle est égale au produit de ses deux dimensions. 

On démontrerait, d'une manière absolument semblable, 
que la solidité d'un parallélépipède rectangle dont les di- 
mensions sont/? , q^ Vy est égale au produit/? q r^e ses trois 

c 

dimensions. 

Tïous observerons , en finissant , que la considération des 
fonctions , qui fournit ainsi une démonstration très-simple 
des propositions fondamentales de la Géométrie, a déjà été. 
employée avec succès pour la démonstration des principes 
fondamentaux de la Mécanique. P^ojrez les Mémoires dt 
Turin , tojtie H. 
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NOTE III. 

Sur V approximation de la proposition XVI ^ 

livre IV. 

Dès qu'on a trouvé un rayon excédent et un déficient cpa 
«'accordent dans les premiers chiffres , on peut achever le 
calcul d'une manière très-prompte par le moyen d'une foti- 
mule algébrique. 

Soit a le rayon déficient et h l'excédent , dont la diffé- 
rence est petite ; soient a! et h' les rayons suiyants qui s'en 

a, j 

Ce que l'on cherche , c'est le dernier terme de la suite a^ «', 

d\ etc. , qui est en même temps celui de la suite b y hfy V^ 

etc. Appelons ce dernier terme a:, et soit bzi^ia ( i +«); 

on pourra supposer a: = « (i-f-P w + Q»* -j-etc), PetQ 

étant des coefficients indéterminés. Or les valeurs de 1/ et a! 

donnent 

6' = a(i-f-i^<a— |«'+etc.); ' 

«'=:«( i+-^tù* — 3Vw''-+-etc.). 

Et si on fait pareillement è'=rt' ( i -|-û)' ) , on aura 



û) TW TT Cù etc. 



4 "^ 3 a 

Mais la valeur de ,t doit être la même , soit que la suite /z> 
a\ d\ etc. commence par a ou par a! ; donc on aura 

a ( I H-P w + Q<«>" H-etc. ) = â^' ( I 4-Pa>'-hQa>'' -f-etc). 
Substituant dans cette équation les valeurs de a' et de « 
en fl et co , et comparant les termes semblables , on en dé- 
duira P=3 , et Q= — -~; donc 

Si les rayons a ç\.h s'accordent dans la première moitié de 
leurs chiffres, on pourra rejeter le terme w"*, et la valeur 

b — a 

précédente se réduira à .r=a(r-f-5-(ù)=i:a-| 

Ainsi, en faisant « = i , 1282657 , et hi=z\ , i285o63, on 
en déduira immédiatement .t-=. ï , 1283792. 

Si les rayons a et h ne s'accordent que dans le premier 
tiers de leurs chiffres , il faudra prendre les trois termes de 
la formule précédente ; ainsi en faisant «zzi i , I2G5639 ^^ 
^zzsi, 1320149, on trouvera .r=i , 1283791. 
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On pourrait supposer que a et b sont encore moins près 
L'un de l'autre; mais alors il faudrait calculer la valeur de 
r avec un plus grand nombre de termes. 

L'approximation de la prop. XIY , qui est de Jacques 
Gregory, est susceptible de semblables abrégés. Nous ren- 
voyons à l'ouvrage de cet auteur , intitulé : Fera circuit et 
hyperbolœ quadratura , ouvrage d'un grand mérite pour le 
temps où il a paru. 

NOTE IV. 

Ou Von dérnùntre que le rapport de la circon-^ 
férence au diamètre et son quarréy sont des 
nombres irrationnels. 

Considérons la suite infinie 

a 1 a^ I a* 

I 4- - H — • 1 r« — ' — ' h etc. 

z a z,z-\-\ a. 3 z.z+i.z + a 



aP' 



dont le terme général est 4 

i.a.3.../i z.a-hi.zH-a....(s-h/2 — i) 

et supposons que 9 : 2 en représente la somme. Si on met 

2 + 1 à la place de z, ? : (i3-f-i ) sera pareillement la somme 

de la suite 

a \ a^ I a^ 

i-l \--. -^ -. — 5 + etc. 

z+i îi z-\~\ ,z-\-i a. 3 z + i .2+a.z-|-3 

Retranchons ces deux suites , terme à terme, runedeFautre, 

et nous aurons Ç :z — 9 : (z-h i) pour la sonmie du reste, 

qui sera 

a a* I tf* . 

-\ — . : T+etc. 



z.z-hi z,z-\-i,z+2. a g.a-f-i .z-f-a .2 + 3 
Mais ce reste peut être mis sous la forme. 4 



a , ai o* 



.(iH ; h-.-- --r + etc.); 



z.z+i z-f-a 2 2-f-a.« + 3 

a 

et alors il se réduit à 9 : (2 + a). Donc on aura 

2.2-t-i 

généralement 

a 

9 :z — 9: (z-f-i) = ? : C^-f-a). 

Z.2-+-1 

Divisons cette équation par 9 : (2+ x), et, pour simpli- 
fier le résultat , soit ^ : 2 une nouvelle fonction de z telle 
Sept. Ed. 19 






<f 



r"^^ 



s. ^ . 



•V, 



â^ 



l^OTS I1W 



me & : s =!=: -• — ^ j .; alorf im poimm mettre 



? î« 



, ct ^ .. .^r^ ^ ■ V au Uca de 



-■. ■■■«■ 



aa lieu de - , . . 

^' % La tBbititution fidle,| oa tfnta 

» 

4 



>• # 



r .» 



Mais en mettant saocestivemeiit dans cette équatim a^^i, 
a+a, etc., à la pUcè de s, ilen fésnlteca 



4:(« + i)=: — 



« + i + *:(« + «^) 



» , 



4i:(z+a) = 



jate. 



Donc la Taleor de ^ a peut t'exprimef par la firaedot 
eontmiie : \ 

a 



Réciproquement cette fraction continue , proloagée k Tin- 
fini , a pour somme 4-^9 on son égale -. — -::^ 'i et 

eette somme , déyeloppëe en suites ordinaires» est - 

a a* 



a 2 + 1 



«+i .z-f-a 



etc. 



z a a 
I + -+T. T- 

z z .Z+I 



+ etc. 



Soit maintenant z=^, la fraction continue deriendra 

' 3-1 - — 

5+ etc. 

dans laquelle les numérateurs , excepté le premier , sont 
tous égaux à 4 a , et les dénominateurs forment la suite 
des nombres impairs 19395,7, etc. La valeur de celte 
fraction continue peut donc aussi s'cxpriàier pac 



a<s. 
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4 A 16 a* 64 a' 
iH — 5-1 — T-T^Ki ô ^ «*^* 

La 16 ^* 64 a^ 
iH -4 5-7 H 5 ^+ etc. 

2 2. 3 «4 2.3...0 

Mais ces suites se rapportent à des formules connues , et on 
sait qu'en représentant par e le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est i , Texpression précédente se réduit à 



e^^^'i^~~^^^ 



— j--. [/"a ; de sorte qu'on aura en général 



^^y/a___^^y/a ^^ 



^av/a^^-a^a I 



. 2 i/'azrz h 4^ 

T + 4f 

5 + etc. 



De là résultent deux formules principales selon que a est 
positif ou négatif. Soit d'abord l^ az=:x*^ on aura 



e —e *' X 



^ »-^ I + ^* 



5 + etc. 
Soit ensuite 4^= — -^'j et en vertu de la formule connue 



^*\/-i_^-a:v/-i 



^^^-i+e-^v^ 



r-^z=.\/ — 1. tang. X, 



on aura 



X 

tang.a:=- 

T— ar' 

7 — etc. 
Celle-ci est la formule qui servira de base à notre démons- 
tration. Mais il faut , avant tout , démontrer les deux 
lemmes suivants. 

Lemme I. Soit une fraction continue prolongée à l* infini y ^ 



/^'-f 



/i" + etc. 

dans laquelle tous les nopibres m, n , m', n', etc. sont des 
entiers positifs ou négatifs ; si on suppose que les fractions 

ï9- 






v 



m m' m ^ . " - 

eoimoiontes -^j-^^^^^ etc. soiemt totÊtêi phti peates qat 

runiié , je dis que la valeur foUde de ht ^ftnciion contùme 
:seru nécessaàrment^Jin nom^irpttiiokneL 

D*abord, je dis que cette tUciw sera plat petite qv 
ro^ni^. £ii effet y sans dimiimer la généralité de lai fraetSoa 
continiie y on peat supposer tons les dé^tominateitm Jt, a', 
n^f etc. positifs ; or , si on prend un seol terme de la.aoite 

proposée , on aura , par b;^'ot&ese, — < i. Si on prend Jci 

'H 4 . 

m' • ) wi 

deux premiers , à cause dé •— ;•< i > il -est ohir qae n +--7 

est plus graiid qae n — i : mais ni est plus petit qne Ji; €t, 
puisqia'ils tont l'un et Fautre des entiers , m sera aussi phu 

# - 

tètlt Wue H H — -^ Ôonc la Valeur qui résulte èm àoax 

H- ■ ■' . '• ■ ". ■ = 

tenues • 

m ' 
— fn'- 

'i -*- —7 
n 

est plus petite que l'unité. Calculons trois termes de la 
fraction continue proposée ; et d'abord , suivant ce qu*on 
▼ient de Yoir , la yaleur de la partie 

m' 

«'-+- — 
. n 

sera plus petite que Tiinîté. Appelons cette valeur «^ et il 
est dair que — - — - sera encore plus petite que Tunité : done 
la valeur qui résulte- des trois termes ' 

y. . .... •/».,'.. 

—^ rrv 

«H m- 

»' -J 

est plus petite que l'unité. Continuant le même raisonne- 
ment, on verra que, quel que soit le nombre de termes 
qu'on calcule de la fraction continue proposée , la valeur 
qui en résulte est plus petite que l'unité ; donc la valeur 
totale de cette fraction prolongée à l'infini, est aussi plus 



NOTE IV. 2q3 

petite que Tunité. Elle ne pourrait être égale à Funité que 
dans le seul cas où la fraction proposée serait de la forme 

m- 



m' 



m-f-i— — — — /w" 

w' + i — 



77i" -|- 1 — etc. • 
dans tout autre cas elle sera plus petite. 

Cela posé, si on nie que la valeur de la fraction continue 
proposée soit égale à un nombre irrationnel , supposons 
qu'elle est égale à un nombre rationnel , et soit ce nombre 

B 

-—, B et A étant des entiers quelconques^ on aura done 



B m 



m' 



72" -f- etc. 
Soient C , D , E , etc. des indéterminées telles qu'on ait 

^ = — 77^" 

.B Tl'-h^ . ,/ï'" » 



72" -f- 



72''' 4- etc. 

D 772" 



m'" 



C '^"^^^ ^ 



n}^ + etc. 

et ainsi à Finfini. Ces différentes fractions continues ayant 
tous leurs termes plus petits que Funité , leurs valeurs ou 

B C D E 

sommes —,—,—,—, etc. seront plus petites que l'unité. 
A B CD r r 1 

suivant ce qui Tient d'être démontré , et ainsi on aura 
B<A, C<B, D<C, etc. ; de sorte que la suite A , B , C , 
D , £, etc. est décroissante à Finfini. Mais Fencbainement 
des fractions continues dont il s'agit donne 

B 771 

A ^+^> à*ovL résulte C = ttz A — nB ^ 
B 

B 72'-+--; d'oii résulte D = Tw' B — tî'C, 

Vi 

D__ 772" 

^■""72" + - j d'où résulte E = 772" C — 72" D , 
etc. etc. 



2g4 NÔT£" IV. 

£t puisque les deux premiers i^ombres A et B sont entiers 
par hypothèse , il s'ensuit que tous les autres C , D , 
E , etc. , qui jusqu'à ce moment étaient indéterminés , sont 
aussi des nombres entiers. Or , il implique contradiction 
qu'une suite infinie A , B , C , D , £ , etc. soit à-la-fois dé^ 
croissante et composée de nombres entiers ; car d'ailleun 
aucun des nombres A , B , C , D , £ , etc. ne peut être zéro, 
puisque la fraction continue proposée s'étend à l'infini, et 

B C D 

qu'ainsi les sommes représentées par -r-^ «» 7^' ^^^* doivent 

toujours être quelque chose. Donc l'hypothèse , que la 
somme de la fraction continue proposée est égale à une 

quantité rationnelle — , ne saurait subsister ; donc cette 

A 

somme est nécessairement un nombre irrationnel. 

Lemme II. Les marnes choses étant posées , si lesfractiom 

m m' m" 
composantes — , —j^—jr , etc. sont d'une grandeur quelcon- 
n n n 

que au commencement de la suite ; mais qu'après un certain 
inten^alle , elles soient constamment plus petites que V unité; 
Je dis que la fraction continue proposée , en supposant tou- 
jours qu'elle s'étende à l'injini ^ aura une valeur irrationnelle. 

m"* 
Car , si à compter de -— • , par exemple , toutes les frac- 



n'" 



m'" 772" 772' 



tions -^,— -,— -, etc. à l'infini, sont plus petites que 

l'unité , alors , suivant le lemme I , la fraction continue 

m"' 

" I — nr . m^ 



72'^ H- 



n^ -f- etc. 

aura une valeur irralionnelle. Ap])elons celte valeur «d , et 
la fraction continue proposée deviendra 

m 



— m' 

n' -\- 

/2"-4- fc). 



Mais si on fait successivement 

m'' ^ m' ^^ m 



n -f-w n -\-iii' '/2_|„w' 
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il est clair que , tù ëtant irrationnelle , toutes les quantités 
«' , »", «'" , doivent l'être pareillement. Or, la demicre «'" 
est égale à la fraction continue proposée ; donc la valeur de 
celle-ci est irrationnelle. 

Nous pouvons maintenant , pour revenir à notre sujet , , 
4émontrer cette proposition générale. 

THEOREME. 

Sî un arc est commensurable avec le rayon , sa tangente 
sera incommensurable avec le même rayon. 

En effet , soit le rayon =: i , et Tare xz=. ,meln étant 

n 

des nombres entiers , la formule trouvée ci-dessus donnera, 

en faisant la substitution , 

m m 
tancf. ' — = — /w* 

3/1 — -~— m* 

5/ï 

7 /ï— etc. 

Or cette fraction continue est dans le cas du lemme II ; car 
il est clair que les dénominateurs 3 /< , 5 /t , 7 vi , etc. aug- 
mentant continuellement , tandis que le numérateur m* 
reste delà même grandeur, les fractions composantes seront 
ou deviendront bientôt plus petites que Tunité , donc la 

valeur de tang. — est irrationnelle ; donc , si Varc est corn-* 

n 

mensurable avec le rayon , sa tangente sera incommen- 
surable. 

De là résulte , comme conséquence très-immédiate , la 
proposition qui fait l'objet de cette note. Soit tç la demi- 
circonférence dont le rayon est i ; si 17 était rationnel, l'arc 

— le serait aussi , et par conséquent sa tangente devrait être 

4 

irrationnelle : mais on sait , au contraire , que la tangente 

de l'arc — est é^ale au rayon i ; donc ic ne peut être ration- 
4 

nel. Donc'fe rapport de la circonférence au diamètre , est 
un nombre irrationnel (i). 

( I ) Cette prc^osirion a .été démontrée poar la première foi« par 
Laiul^ert^ d^Aa les Mécueirea de Rerlin , année 1761. 



B nt probaÙe qne le nombre ie n'ett dm nhoB-oomatt 
dâpa les imtîoinieUtt l^g|ébriJtveft ^yestrà-^dj^ qu'a ne 
netu être U radoe d'jooe éaii«jdm^#]géb|iqM d?iw tifwhre 
fini.de tenne» dont les coëffideote sont^lttoi^il^ : m^am il 
parait trèardifficile ie,àémfmiiçef^ rigapraue^çj^^ttepro- 

positîon ; nous ponYOJM^.^w^Pfftf' ^#^^^. yfâr «giejiO jgqarat 
de ir est encore un nombre irratioiinéL 

En effet , si dans la frflctiM «ïôÀlShWqoi expriiiie tang. «^ 
on£ut«=;;iC, àcanaede.tituv.ic =aitVà,jû^ *- 

I . ^ ^' ! ■ = -■ 



7C* . ^ '•'•--.•*• 



»l" li 



0=3-— -£-■■ ■ w ■ ; ■ 

%v Q *•- etc. 

Hais si V* était rationnel / et mW et» 'îè»=s:)^%^^^ 

étant des entiers , il en résnltçrait • 

m • , _. ..'.,/* \ 






7 j» 

an 



ÛT;^. U :«t .mible'qMFoéttoifeibetkm ^toiitiniuri aifi' émiff» 
daps le :oas dn iemme ,11,^ bar^alear est à^n^ihstëmmàik^ 
et ne saurait être égale an nombre 3. Done.él» qêuàré -du 
rapport de la. circonjerèncf 4iu diamètre^ est mn' nombre 
irrationnel, 

NOTE V. 



<\ < 



Oà Von donne la solution analytique de dwers 
problèmes ùoifcerhànt le triangle l'fè quadri- 
latère inscrit , le pàratlélepipedè èi la, pyra- 
mide triangulaire, 

PROBIiésiE PREMIER. 

Étant donnés les trois côtés d'un triangle y trouver sa sur* 
face > le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle cù*- 
conscrit. 

fg. 3. Soient les côtés BC == «, AC = ^, AB = c; si du som- 
met A on abaisse la perpendictilaîre AD sur le côté opposé 

« 12. 3, BC , on aura * AC = AB'-^ BC — ^BC X BD 5 donc BD =? 



NOTE V. ngy 
• Cette valeur donne AB — BD ou AD =: c^ 



2 a 



= ^-^ ^^— -î- Ll, Soit S l'aire du triangle, 

2 a 

on aura S = ^ BC X AD ; donc 

Cette formule peut encore se réduire à une autre forme 

plus conunode pour le calcul logarithmique ; pour cela il 

faut observer que la quantité 4a* c" — («'4-c* — 6*)* est 

le produit des deux facteurs 2 ac+ («*-|-c* — 6') et 2 ac — 

(a»4-c* — ^*);lepremier=(«+c)» — b*=z{a + c + h) 

(a4-c— 6); le 8econd^=6' — (âf— c)*=(ô+«— c) {b—a+c) ; 

donc on aura 

S=l^\/[{a+b-\-c) {a-\-b—c) (û-f-o— 6) {b-\-c—a)] 

a+b-{-c 

Enfin si on fait "^^Py ce qui donne a-f-è+czna/?, 

2 

a-\-b — c=z%p — 2C, a-\-c — b::=^'xp — 2Ô^ ^~f-c — az=zip-^ia^ 
on aura encore plus simplement 

^=L\/{j} .p^a.p — b .p — c). 
C'oii Ton voit que pour avoir la surface d*un triangle dont 
les trois côtés' sont donnés , il faut prendre la demi- somme 
des trois côtés , de cette'demi-somme retrancher successive- 
xnent chacun des côtési^, ce qui donnera trois restes , multi- 
plier ces trois restes entre eux et par la demi-somme des 
côtés , et enfin extraire la racine quarrée du produit : cette 
racine sera Taire du triangle. 

Soient maintenant z le rayoh du cercle circonscrit au 
triangle , et u Ye rayon du cercle inscrit dans ce même tri- 
angle, on aura suivant la prop. xxxii, liv. m, 

■j abc . ^ S S , 

z = — -— et tt = ; = - ; donc en substituant la 

S a-f-6-f-c /> 

valeur trouvée de S, il rendra 

^^ if^î_^ .u^v(p-^p-^p-'\ 

V^KP'P — (^'P — bp-^c). \ p / 



é 



P&OBLBXS Ilr 

Étant donnas tes quatre cétés d'un quadrSaiere ùuent,. 
trouver ler^nixon du cercle , la tiafaee du quadrUatere et 
ses an^tes. 

%• 4* Soient les c6 tés donnés K^rrà , BC=:& , CD— ng ^ X%hs=d^ 
' et kt diagonales inconnues ACszx, BDs^f ^e« anm^aïk- 

Tant le théor. 33 , lir. m , xr^:ui€+ hd et -.=r ' 



d'où l'on tire • ■ m» k--.^ 

JMiats , snirant le problème précédent , le rajinl da êeh^ 
cinxmacrit au triangle ABC , dont les côtés sonta, ^i » ae , jpeot- 

Substituant an lieu de œ la yalenr qa*on Tient jie U o u f e r 
et décomposant le résultat en facteurs , on aurtt 

. *""V L(-»+*+<î-^ (a+*+^--.c) (a+c+</~*) (*+«+-'-«)J 

Cela posé , l'aire du triangle ÀBC = •= , celle du tnan* 

•4 c dju 
gle ADC =z ^ ; donc Faire du quadrilatère ABCO =t 

4". ^ 



z 



=»ïï/'[(a+^4-c>-^ (tf-f-fr4-€;f~c) (a-\^c+d—V) {Jh^fC-^^l^]. 
Et si on fait, pour abréger , /? =-j (^-h^+c+rf), on 
aura l'aire ABCD =|/^ (^p—a.p-—b.p-'C.p—d). Enfin pour 
avoir l'un des angles , par exemple , l'angle B , on obser- 

* «• + *• — jc* 
vera que le triangle ABC donne cos B = ■ \ 

substituant la valeur de x et réduisant , ou aura cos B = 

a*^b*—c* — d\ ^ ,, . i_cosB ,„ 

; — — -— , De la on tire -— t ou tang.* t ^ 

2ab+2cd i + cosB "* 



îf o T E V. ^gg 

•zz. ■ ^iz ^" ■ ■' ■ ■■ ■ ■« jJonc 

(a-^by—(c—dy {a-i-h-\-c—d) (a+b^d—c) 



tang.iB = t/( ^J;;_^ ) 



PROBLÊME III. 



Dans le quadrilatère ABDC dont les angles opposés B fig. 5. 
et C jo/i^ droits , eV/z/z^ donnes les deux cétés AB , AC aptfc 
Vangle compris BAC , trouver les deux autres côtés et la 
diagonale AD. 

Soit AC = A , AB = c , et l'angle BAC = A ; si Ton pro- 
longe BD et AC jusqu'à leur rencontre en £ , le triangle 
BA£ rectangle en B , où l'on connaît l'angle BAE et le côté 

c c 

AB , donnera AE = 5 donc CE =- b. Ensuite 

cos A cos A 

le triangle DCE rectangle en C , où l'on connaît le côté 

CE et l'angle CDE = A , donnera CD=rCE cot A=: 

c — & cos A ^ , , , , , «»v ^— -ceosA 
: — 7 . On aura donc semblablement BD = : — - — • 

sm A sin A 

Ce sont les valeurs des deux côtés cherchés du quadrilatère. 

De - là résulte la diagonale A D = v^ ( Âc"+ D c') = 

y/_ ,c— fecosAA x/ib^+c^—ibc cos K) , 

\/ [ b*+( — : 2:y WilJ^ . \ Mais par 

V V ^ sin A ^ ^ sin A ^ 

le triangle BAC'on aurait BC = \/{b''+c* — 2bc cos A). 

Donc la diagonale AD , qui joint les deux angles obliques , 

est à la diagonale BC qui joint les deux angles droits :: x 

:sin A. 

Scholie. La diagonale AD est en même temps le dia- 
mètre du cercle dans lequel le quadrilatère ABDC serait 
inscrit. 

Dans ce cercle on aurait l'angle ABC = ADC , donc en 
abaissant CF perpendiculaire sur AB , les triangles BFC , 
ADC sont semblables et donnent AD:BC:: AC:FC;: i : 
sin A ; ce qui s'accorde avec le résultat précédent. 



• - 
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Jilr^f données les trou taréieê d^mn pamiMepipefie m^ 
les m(^ qu'elles font etOre eUes , M^nivr As soiidùé dm 
paràUélepipede, 

^t. . Soient les arrêtes SA=/^ SB=s^, SCd=A^ elle» aB|^ 

«iNÛâse Cd {>erpeHdiciilaire sur le pbin jàSft « la .tsiu^ 

sectttDgie CSO donnera CO » GS sia QSK3»^*:siBC80«i;^. 

Icors k surface du parallélogranîme ASBP =;=.^^iiu«* Hok 

si on appelle S la séUdité dii;paxaUâe|Mpede.ST,«é.«nnt 

S^=xfgh sin « sin CSCh H reste à trouyer «iw£SCh ' t 

• Pour cela du point S comme centre .et- dte rajOA^î I ^ 

décriyes une surface sphéiique qui rencontre en D , E , F^ G, 

les difôites ;5A. « ÇB., SC , SO ^ vous' aurez un tilÉdigItf 0EI^ 

dwu lequel Tare FG est pqppendicnlaire sur^ED.^, poifr-. 

que le plan CSO est perpendiçitlaire sur XSB^ Or le 

triai^ i)£F, où l'on a les trois. c6tés D£=«tAF== 

J -_- _ _ oos €— eosflt'cos y" ^ • 
e^EFzrvydonne cos E = : : S-jetsmEss 

sin a sm y 

V/ ( I — cos* a — ces' g — cos* v + a cos « cos € cos v ) 

sin a sin «y 

Ensuite le triangle rectangle EFG donne sin GF ou sin CSO 

= sin £ sin £F z=z sin y sin £. Donc S:^zfgh sin « sin y sin £, 

ou 

S=/^j/{i— cos* a.— 008*6— COS'y + acOSfltCOS gcosy). 

Dans cette expression la quantité sous le radi<fil est le , 

produit des deux facteurs sin a sin y + cos €-*— cos a cos y et 

sin a sin y— cos 6+ cos a cos y. Le premier =cos 6— cos (a-l-y) 

1=2 sin ï sin 1 , le second=cos («— vV— oosÇ 

a ■ . a 

=2 sin ~?sin — ~ ' Donc la solidité cherchée 

2 -a .... . 

■ s = a/^ y/ [sin1^sinîî±Iïsin'-±p::!sin!ip] • 
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PROBLEME V. 



Les mêmes choses étant données que dans le problème^ 
précédent y trouver V expression de la diagonale qui joint 
deux sommets opposés. 

Soit la diagonale de la base $P=:z et la diagonale 
cherchée ST = « ; le triangle ASP dans lequel cos SAP 
= — cos a , donnera z*=if^-\-g^ -\- ifgco% a; pareillement 
le triangle TSP dans lequel cos TPS= — cos CSP , don- 
nera tt^ = «^-f-A*-4- 2^z cos CSP. Il ne s'agit plus que 
d'avoir le cosinus de Tangle CSP ou de l'arc VU : or 
dans le triangle sphérique EFH , on a cos FH = 
cos £ F cos £ H + sin £F sin £H cos £ ; substituant les 

^^ ^ cos g — cos al cos Y ., . , 

•valeurs EF=y et cos £ = r r—^ 9 " viendra 

sin a sin y 

___ ^„ sin EH 
cos FH:=:coS'v cos EH H : (cos g —-cos a cos y) = 

sm a 

sin EH cos 6 sin (a — EH) . cos y sin EH cos 6H-sin DH cos y 
sin a sin oc sin « 

Donc aAz cos FH , ou ^hz cos CSP = a A cos 6. 

z sin EH , zsinDH . , , . , ^^^ 

— ;: ha^ cos y, — • -. Mais dans le triangle BSP 

sm a sin a 

^^ SP sin BSP „ SP sin BPS 
on a BP = — : — ' ■ ^- et BS=:- — : — ^^^ ■ , ce qm donn« 
sinSBP sinSBP ^ 

z sin EH z sin DH ._ 

— : =jet — ^ = g. Donc ^hz cos CSP =;= a/A 

sin a sm « 

cos ^-{-^gk cos y. Donc enfin le quarré de la diagonale 

cherchée : 

u* =/* +^' 4- A* + '^fs co* * + V^ cos 6 + ag^A cos y* 

Corollaire, L'angle solide A est formé par les arétés 

f ygyhy faisant entre elles deux à deux les angles aoo^'—a , 

200^—6, y; ainsi il suffit de changer les signes de cos a et 

cos 6 dans ^expression de S£ pour avoir celle de A M. 
Faisant de même pour les deux autres diagonales , on aura 
les valeurs de leurs quarrés comzae il suit : 
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■ r • 
ST*=/* +^-i- A'^ a/^ co» « + a/A co» e Hh a ^ A COI y 

AM=/*+^+A* — a/^cosa — a/AV»$ C+a^Aoosy 

BN=/*+^!+-A' — a/^CQ»«T+-a/Aco». Ç— a^Aèot.Y 

Delà on tire STVÂM+BN+CP=4/*+4ér+4ik'. 
Donc^ c^EUtf tout paraUé^pipede , la somme def quatréfdu 
quatre diagonales est égale à la somme des quartés des 
' dowÊC drétes» Ce théorème remarquable et analogae à ^fcfaâ 
^ * ii.^« qui a lieu dans le parallélogramme '^^ pourrait le dédmie 
immédiatement de ee dernier. Car au moyen des pnrallâsh 
grammes SCTP , ABAIN , on a 

ST + CP = a se + a SP* 

▲«f+3^=aBM+aÂBl , 
Ajoutant ces deux équations et observant qn*oa aSC^BM 

et SP + Â»:!: aSA + aSB*, il viendra S?HhÀi<*+ 

bS + C?== 4 SA V 4 SB*-h 4 se'. 
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PROBLBIMLE VI. 



Étant données les trois arêtes qui aboutissent à un même 
sommet d*une pyramide triangulaire , et les, trois an^s 
que ces itrétes Jbrment entre elles , trouver la solidité de la 
pyramide. 

^.7. Soit S ABC la pyramide triangulaire proposée , dans 
laquelle on connaît les arêtes SA=:/, SB=:g^, SC = >i, 
et les angles compris ASB = a , ASC = $ ^ BSC = r. Si 
sur les arêtes SA , SB , SC , données de grandeur et de 
position , on décrit le parallélépipède SX, la pyramide 
qui est le tiers du prisme triangulaire BSANMC sera le 
sixième du parallélépipède ST. Donc en appelant P la soli- 
dité de la pyramide , on aura , d'après le probl. vi , 
^^kf^V^i^ — cos»a — ^^cps'6 — cos 'y H- 2 cos a cos 6 cos yJ 
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PROBLEME yjl. 



É4ant donnés les sur côtés ou arêtes d'une pyramide tri- 
éingulaire y trouver sa solidité. 

Si Ton conserre les mêmes démonstrations que dans le ùg. 7. 
problème précédent , et qu'on fasse de plus BC =/', 

CA=rg^,BA=^,onauraco5 «=> ^ , cos € = 

^■, ■ , cos Y = 2 . . Substituant ces va- 

a/A ' %gh 

leurs dans la formule trouvée , et faisant pour abréger 
ou aura la solidité demandée 

Dans l'application de ces formules on observera que/^, 

^' , h\ désignent les côtés d'une même face ou base , et 

y, g' , A , les trois autres arêtes , qui aboutissent au sommet , 

leur disposition étant telle que f est opposée à^ , ^ à ^' 

et h k h!, 

Scholie, Soit A la somme des quatre triangles qui com- 
posent la surface de la pyramide , soit rie rayon de la spbere 
inscrite ; il est aisé de voir qu'on a P= A X 7 r; car on peut 
concevoir la pyramide décomposée en quatre autres , qui 
auraient pour sommet commun le centre de la spbere , 
et pour bases , les différentes faces de la pyramide. Ou « 

3P 
donc le rayon de la spbere inscrite r= —• 

Les mêmes choses étant données que 4ans le problème /T, 
trouver le rayon de la sphère circonscrite à la pyramide. 

Soit M le centre du cercle circonscrit au triangle SAB , fig. g. 
MO la perpendiculaire menée par le point M sur le plan 
SAB ; soit pareillement N le centre du cercle drconscrit 
au triangle SAC, NO la perpendiculaire élevée par le 
point N sur le plan SAÇ. Ces deux perpendiculaires situées 
dans un même plan MDN perpendiculaire à SA , se ren- 
contreront en un poipt O qui tera U G«(nt|re de U spbere 
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ciKoniciite i CH le point O , commc^ippBrteunt à U per- 
pendiculaire ÙO , eat à jgile diilwce de* UoiipoinuS, 
B, A; et c$ mèoif {loint , comiDC apparlcnaiit à la per- 



pai(liciilaire-]^Û' ,' est à cgal? dUia 
5, A, C; donc il esl à ^gale dislance 
A , B , C. 

' On pent wugûier que le point M 
jÎMn SaB , ma moven du quadrilate 
deox angln D et H sont droits , et 
$H = f^, et ASI)=i:a. Donc on a 


nce des trois points 
des quatre points S, 

est déterminé dam le 
re SDMH, dont les 
ou loua SD = i/, 

ura (d'après le pro- 






«me 

. j^ipdoni D r«iig!c MDN qui me 
deux tdJÉU SAB , SAC ; dam le tn 
'«, e , 'Y , «ont le* côtés , D sera l'angl 


ure rineUnalson dei 
opposi; au côté v, et 


«înu on »M> COI D ^ ''"■-'' ~ ''°^. "- 


, de sorte que 



(/•«.•rr«-."-t+ 



l'angle D peat être sappoté conna. >. . , 

Cela posé, dans le quadrilatère OMDIT dimt lea ieax 
angles H et N sont droits , et où l'on couMlt les deoi 
c6tëi lfl>, DN et l'angle compris MON^JD* oq anta 
par le problème iit, le quarré de la diagonale OD^ 

5î«V DN — 3 DM X DN cos D 

. ' . "^ ' ■ ■■ ■ Ensuite dans le triangle 

«n' D . *" . 

OSD rectangle en D, on aura SÔ*=ÔD4-SÎ> , c'eat la 
Talenr dn qnarré du rayon do la spberé âiconacrite. 

Si on fait la substitution des valeurs de DH, DN cl 
ensuite celle des Vatenrs de cos D et de sîa D , afin tTavtàr 
immédiatement l'expression du rayori SO\ par le moyen 
des données dd problème vi , on ttymvera potif résistât : 
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NOTE VI. 

I 

Sur la plus courte distance de deux droites non 
situées dans le même plan. 

Soient AB , CD , deux droites données , non situées dans le 
même plan , dont il s*agit de trouver la plus courte distance. F- *^ » 

Suivant AB faites passer deux plans perpendiculaires 
entre eux qui rencontrent CD Tun en C , l'autre en D ; des 
points C et D abaissez CA et DB perpendiculaires sur AB ; 
dans le plan ABD menez DE parallèle et A£ pei*pendiculaire 
à BA , ce qui formera le rectangle ABDE; dans le plan CA£ 
joignez CE et menez AI perpendiculaire à CE ; enfin dans le 
plan CDE menez IK parallèle à DE jusqu'à la rencontre de 
CD en K, faites AL=:IK et joignez KL; je dis, i° que la 
droite KL est perpendiculaire à la fois aux deux droites 
données AB, CD; a® que cette même droite KL est plus 
courte que toute autre qui joindrait deux points des lignes 
AB , CD, et qu'ainsi KL , ou son égale AI , est la plus courte 
distance demandée. 

En effet, i® les trois droites AB, AC, AE étant par 
construction perpendiculaires entre elles , l'une d'elles AB 
est perpendiculaire au plan des deux autres ; donc AB 
est perpendiculaire à AI; d'ailleurs Kl est parallèle. à DE, 
et DE à AB , done Kl est parallèle à AB , et puisqii'on a fait 
AL=:KI, il s'ensuit que la figure AIKL est un rectangle. 
Cela posé , l'angle AIK est droit ainsi que AIC , donc la 
droite AI est perpendiculaire an plan KIC ou CDE ; donc 
sa parallèle KL est perpendiculaire au même plan CDE, 
et par conséquent est perpendiculaire à CD. Donc, i** la 
droite KL est perpendiculaire à la fois aux deux droite» 
AB , CD. 

a" Sott M un point quelconque de la droite CD; si par 
ce point on mené MN parallèle à DE ou à AB , la distance 
du point M à la droite AB sera égale à AN , puisque l'angle 
BAN est droit. Or on a AN > AI ; donc AI est la plus courte 
distance des lignes données AB , CD. 

Soient les perpendiculaires CA = a ^ et DB = AE = b , 

Sept, Ed, '10 



♦ ■ 

onaimCE=\/ (a*+^*);ct)paroe<|Der«uèdatnaa|^ 
ACE t'exprime ëgalemetiipar {*▲€)( AE et pur ^^ CKXAI, 
,, A€X£A. I* ^ • „ 

de la. plaftooQrte distanc» des lignée 4ointo 

Si en même tempt on fait la distance ABsç^ et qa'oa 

appelle A l'Angle compris entre les àtat ligne» .-dppaéeSi 

^est-à-dire Fangle CDE^ oQiPpris^iatre la^ligiie C&«t nae 

paralleleDE à la ligne. A9 ,,le tri^e. CDnWi^g^^ £ 

, ■ ,^^^ DE ^ .*;'.•■.' »'* >'■■■ ■ 

donnera cos €D£= -— , ou cos A= 'r^.^ ^u ■ ,v^ 

car on a (3lVr:C£+£D=±:a*+^*+«^I>e'U^A'^A^^ 



^.. rî^ 
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-NOTE vu. 

• i/ ■ ■ . ' 

afor tes polyèdres syFnmétriqù^/ 



Cest pour plus de simplicité que nous atdfas éupfùêè 
dans la déf. i6, liv. YI, que le plan auquel letf pdijnidres 
symmétriques sont .rapportés ^ est le plan d'une face : on 
pourrait supposer que .ce plan est un plan quelconque, 
et alors la définition deviendrait plus générale, sans qu'il 
y eût rien à changer à la démonstration dé la propos, ii , 
par laquelle nous avons établi les relations mutuelles des 
deux polyèdres. On peut aussi prendre une idée -très- juste 
de la manière d'être de ces deux solides , en regardant l'on 
des deux, comme l'in^ge de l'autre formée dans un miroir 
plan, lequel tiendra lieu du plan dont nous Tenons de 
parler. 

NOTE VIII. 
Sur la proposition XX f^^ livre Vil. 

Ce théorème qu'Euler a démontré le premier dans les 
Mémoires de Pétersjîourg , année 1758, offre plusieurs 
conséquences qui méritent d'être développées. 

I® Soit a le nombre des triangles , h le nombre des qua- 



NOTE VIII. 3o7 

drilateres , e le nombre des pentagones , etc. qui composent 
la surface d'un polyèdre; le nombre total des faces sera 
a-\-b'^c+ d-\- etc. , et le nombre total de leurs côtés sera 
3a-|-4ô+5c+6^+etc. Ce dernier nombre est double de 
celui des arêtes , puisque la même arête appartient à deux 
faces , ainsi on aura 

H=a4-^+c+</+etc. 
!iA=3/i-4-4^+5c+6</+etc. 
Et puisque, suivant le théorème dont il s'agit, S-|-H=A 
H-a , on en lire 

2 S= 4 + a+ a^+ 3c+ 4rf+etc. 
Une première remarque que fournissent ces valeurs , c'est 
que le nombre des faces impaires « + c-f-e-|- etc. est tou- 
jours pair. 

On peut faire pour abréger t*=^+ac+ 3e/ + etc. , et 
alors on aura 

Ainsi dans tout polyèdre on a toujours A>4H, et S> 
2 +4 H , où il faut observer que le signe > n'exclut pas l'éga- 
lité , attendu qu'on pourrait avgir «a zn o. 

Le noioibre de tous les angles plans du polyèdre est 2 A., 
celui des angles solides est S , de sorte que le nombre moyen 

2A 

des angles plans qui forment chaque angle solide, est — r— • 

Ce nombre ne peut être moindre que 3 , puisqu'il faut 
au moins trois angles plans pour former un angle solide ; 
ainsi on doit avoir 2A>3S, le signe > n'excluant pas 
l'égalité^ Si on met au lieu de A et S leurs valeurs en 
H et«, on aura 3H+«>6 + 4H+t©, ou3II> 12 + w. 
Remettant les valeurs de H et a» en a , 6, c , etc., il en 
résultera 

3^z-4-2è-f-c> 12 + ^ + 2/4-3^+ etc. 
d'où l'on voit que a, b, c, ne peuvent pas être zéro à la 
fois , et qu'ainsi il n'existe aucun polyèdre dont toutes les 
faces aient plus de cinq côtés. 

Puisqu'on aH>4+T«>9 ^^ substitution dans les valeurs 
de S et de A donnera S>4+fw5 et A>6+w. Mais en 
même temps on a &) < 3H— ^ 1 2 ; et de là il résulte S < 2 H — 4> 

20. 
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et A < 3H — 6 , où l'on se souviendra que les signes > et 
< n'excluent pas l'égalité. Ces limites ont lieu généralement 
dans tous les polyèdres. 

2^ Supposons 2A>4S9 ce qui convient à une infLaité 
de polyèdres , et nommément à ceux dont tous les angles 
solides sont formés de quatre plans ou plus , on aura dans 
ce cas H > 8 -f- (A 9 ou , en faisant la substitution , 

«>8-i-c-|-a^+3e-f- etc. 
Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangu- 
laires ; la limite H > 8 + w donne S>6+«,etA>i2-|~a«. 
Mais on a en même temps ai < H—- 8 ; et de là résulte S < H 
— 2, A<aH — 4. 

3^ Supposons 2A > 5S, ce qui renferme entre autres 
polyèdres ceux dont tous les angles solides sont au moins 
quintuples , il en résultera H > 2o~|- 3 <» , ou 

a>20+2^-f-5c-f-8£/-|-etc. ^ 
Et on aura en même temps S>i2 + 2a>,etA>3o-|-5tt; 
enfin de ce que « < y (H — î^o ) , on tire les limites S < 
|(H— a),A<|(H— a). 

On ne peut supposer 2 A =; 6 S ; car on a en f^énéral 
2A-|-2tt-f-i2=i:6S; donc il n'y a aucun polyèdre dont 
tous les angles solides soient formés de six angles plans ou 
plus ; et en effet la moindre valeur qu'aurait chaque angle 
plan , l'un portant l'autre , serait l'angle d'un triangle équi- 
latéral , et six de ces angles feraient quatre angles droits , 
ce qui est trop grand pour un angle solide. 

4** Considérons un polyèdre dont toutes les faces soient 
triangulaires , on aura w = o , ce qui donnera A z=| H , et 
S = 2 + 7 H Supposons en outre que tous les angles solides 
du polyèdre soient en partie quintuples , en partie sextu- 
ples ; soit/? le nombre des angles solides quintuples, q celui 
des sextuples , on aura S =rp -f- gr et 2 A = 5/p + 6^, ce qui 
donne 6 S — 2 A=p .mais on a d'ailleurs A =4 H, et S= 
îi + vH; doncp=:6S — 2Azzzi2. Donc si un polyèdre a 
toutes ses /aces triangulaires, et que ses angles solides soient 
en partie quintuples , en partie sextuples , les angles solides 
quintuples seront toujours au nombre de 12. Les sextuples 
peuvent être en nombre quelconque : ainsi , en laissant q 
indéterminé, on aura dans tous ces solides S= la -4-7, 
H=:20-f-2^, A=:3o + 3^. 



NOTE VIII. 3o9 

Nous terminerons ces applications par la recherche du 
nombre de conditions ou données nécessaires pour déter- 
miner un polyèdre; question intéressante , et qu*il ne parait 
pas qu'on ait encore résolue. 

Supposons d*abord que le polyèdre soit d'une espèce dé- 
terminée y c'est - à - dire qu'on connaisse le nombre àe ses 
faces , le nombre de leurs côtés individuellement , et leur 
disposition les unes à l'égard des autres. On connait donc 
les nombres H , S , A*, ainsi que a , 6 , c , </, etc. ; il ne s'agit 
plus'que d'avoir le nombre de données effectives , lignes ou 
angles , par le moyen desquelles le polyèdre peut être cons- 
truit et déterminé. 

Considérons une des faces du polyèdre que nous pren- 
drons pour sa base. Soit n le nombre de ses côtés ; il faudra 

2 /z — 3 données pour déterminer cette base. Les angles 
solides hors de la base sont au nombre de S — n ; le som- 
met de chaque angle exige trois données pour sa détermi- 
nartion; ainsi la position de S— */z sommets exigerait 3S— • 
3/z données, auxquelles ajoutant les a/z — 3 de la base, 
on aurait en tout 3S — /i — 3. Mais ce nombre est en gé- 
néral trop grand , il doit être diminué du nombre de con- 
ditions nécessaires pour que les sommets qui répondent à 
une même face soient dans un même plan. Nous avons 
appelé n le nombre des côtés de la base , appelons de même 
n^ y /z", etc. les nombres de côtés des autres faces. Trois 
points déterminent un plan ; ainsi ce qui se trouvera de 
plus que 3 dans chacun des nombres n', /i", etc. donnera 
autant de conditions pour que les différents sommets soient 
situés dans les plans des faces auxquelles ils appartiennent , 
et le nombre total de ces conditions sera égal à la suite 
(w'— 3 ) -V C /i"— 3 ) -f- (/i'"— 3) -f- etc. Mais le nombre des 
termes de cette suite est H — i , et d'ailleurs /i-4-/i'-|-«" 
-|-etc. = 2A : donc la somme de la suite sera aA-*-*#i-— 

3 (H — I ). Retranchant cette somme dé 3S — n — 3 , il res- 
tera 3S — aA-4-3H— -6, quantité qui, à cause de S-f~H==- 
A+ 2 , se réduit à A. Donc le nombre de données nécessaires 
pour déterminer un polyèdre , parmi tous ceux de la même 
espèce , est égal au nombre de ses arêtes. 

Remarquez cependant que les données dont il i'agit ne 



3xo aotB Tiii. 

doÎTent pat être priset «a hasard parmi les figniè» et* les 
angles cfiii «>iiadtiieiit les âément» du polyèdi^e ; -^r ^ qsw 
qa'on cîkt autant.d'^qiUitkMift- qne d'inconimea ,-îl poonéit 
•e faire que certaines relations entre les qn aati tiéa> . e o i iu rt)É§ 
' reodissent le problème indéterminé. Ainsi îï ^étKÊihandt , 
d'après le théorène qu'on Tient de tro\iTer, queJawaiMrf»^ 
^ aancede» arêtes seùks suffit eh général pour dèl fi rii B n lNKni 
yiolyèdre; maia il 7 ti des cas où cette conteâissÉiiea Â^èA 
pis suffisante. Par esemfriie, éunt donné léà priMftriun 
triangulaire quefeonque , oni pourra foimet'trilar llifimfÉ 
d'jmtres prismes qui auront des arêtes égides 'èKf.||i!iii4eir de 
la même manière. Car, dès que la base a plus^ tfftiihsêflétf 
on peut ,\ en conserrant 'les o&tés , changifr 4m ittg^ir, * et 
donner ainsi à cette base une infinité de foraierdiilpiMtfees; 
' on pont ausH changer la position de l'arête KmglltedBnale 
d» pritme par rapport au plan de la base^;êtA»\^ peut 
combiner ces deux changements l'un* aTcc rtitÂMV^^ ^ 
résultera toujours un prisme doirt )es arêtet^Waitêé n'au- 
ront pas changé» D'où l'on Toit que les a«êMP*feé«ka ne 
suffisent pa» dans ce cas pour déterminer Ie*inA!de;r 

Les données qu'il con^icht de prendre pOÉl^'di titfmiif <r 
un solide, sont celles qui ne laissent aucnne indélerniina-= 
tien , et qui ne donnent absolument qu'une solution. Et 
fig. ii< d'abord la base ABCDE sera déterminée entre autres ma- 
"uieres , si on connaît le c6té Afi , avec les angles adjacents 
BAC 9 ABC , pour le point C ; les angles BAD , ABD, pour 
le point D, et4iinsi des autres. Soit ensuite M un point dont 
il faut déterminer la position hors du plan de la base ; ce 
point sera déterminé ^ si , en imaginant la p^Mmide MABC, 
ou iseulement le plan MAB, on connaît les angles MAB, 
ABM , et Hndinaison du plan MAB sur la base ABC. Si 
on détermine , par le moyen de trois données pareilles la 
position de chacun des sommets du polyèdre hors du plan 
de la base , il est clair que le polyèdre sera déterminé abso- 
lument et d'une manière unique , de sorte qtfe deux polyè- 
dres construits avec les mêmes données seront nécessaire- 
ment égaux ; ils seraient cependant symmétriques l'un de 
l'autre, s'ils étaient construits de différents côtés d,u plan 
de la base. 



NOTE VIII. 3ll 

Il n^est pas toujours nécessaire d'avoir trois données 
pour déterminer chaque angle solide d'un polyèdre ; car si 
le point M doit se trouver sur un plan déjà déterminé dont 
l'intersection avec la base soit FG , il suffira , après avoir 
•pris FG a volonté, de connaître les angles MGF, MFC; 
ainsi il faudra une donnée de moins. Si le point M doit se 
trouver sur deux plans déjà déteiminés , ou sur leur inter- 
section commune MK qui rencontre le plan ABC en K , on 
connaîtra déjà le côté AK, l'angle AKM , et l'inclinaisqn du 
plan AKM sur la base ; il suffira donc d'avoir pour nouvelle 
donnée l'angle MAK. C'est ainsi que le nombre de données 
nécessaires pour déterminer un polyèdre absolument et 
d'une manière unique , se réduira toujours au nombre de 
ses arêtes A. 

he côté AB et un nombre A — i d'angles donnés déter- 
minent un polyèdre ; un autre côté à volonté et les mêmes 
angles détermineront un polyèdre semblable. D'où il suit que 
le nombre de conditions nécessaires pour que deux polyèdres 
de la même espèce soient semblables ^ est égal au nombre des 
arêtes moins un. 

La question qu'on vient de résoudre serait beaucoup plus 
simple<'si on ne connaissait pas l'espèce du polyèdre , mais 
seulement' le nombre de ses angles solides S. Déterminez 
alors trois sommets à volonté par le moyen d'un triangle 
où il y aura trois données ; ce triangle sera regardé comme 
la base du solide, ensuite les sommets hors de cette base 
seront au nombre de S — 3 ; et la détermination de chacun 
exigeant trois données « il est clair que le nombre total de 
données nécessaires pour déterminer le polyèdre, sera 3 + 
3(S — 3),ou3S — 6. 

Il faudra donc 3 S — 7 conditions pour que deux polyè- 
dres qui ont un égal nombre S d'angles solides soient sem- 
blables entre eux. 

NOTE IX. 

Sur les polyèdres téguliers. (Ployez V appendice 

au livre VU.) 

Nous nous sommes attachés dans la- proposition II de cet 
appendice à démontrer l'existence des cinq polyèdres régu- 
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lie», c'est-à-dire, Ispossibilitt) d'arranger un ottt^^^OfAn 
de plans ^'gaux de manière qu'il en résiilfcim 
dans toule son étendue. Il nous a paru (pu ^as»j^t»tMk 
□UTragFS on suppose cet arrangement «iot^nt , . .ma* tfvf 
en rendre raison ; ou bien on ne le Aèntootct ^ IfOÊB^ I 
fait Eiiclide, que par des figures coBpliqniwr.^jpf^EÎIci 
i entendre. , .j , .. . ■ 

Le prublëme de déterminer l'inrliiuiioiL 4ll.d4B^.|^>M 
tidjacentes du polyèdre, et celui de d^tei 
des'splieres inscrite et circonscrite, loot 
probtflmes UI et IV à des cons tmc lion* fort i^jn^^^iHB» 
il ne sera pas inutile d'appliquer à ce* némfii, pTjtjJf^ptw 1» 
calcul t ri gonomé trique qui founiirn d'^^cnrs de^iitlUtl 
projiositions. : t . . 

'%•**!' Soient (I, b, r , les trois angles plans qui composent l'angle 
solide O, cl soit propose de trouver l'inclinaison des planî 
où sont les angles n et b, on décrira du centre O le trian- 
gle sphérique ABC, dans lequel on cannaitra les trois côtés 
BC = «, AC = b, JiB = c, el il faudra trouver l'angle C 
compris entre Tes côtés a et h. Oc, par les formules ton- 

«ft., «■ .^ ^^ ""{r^' '^ ' ■ Dàuàitiat iaft 

qnée «ux cinq polyjçdrà routiers, va noiisfaùv-SMUMbrc 
.l'inclinaison de deux fycn adjacentes dont tibacua- de cet 
•olides. 
fig. liS. Dans le tétraèdre , les trois angles plani gui composent 
l'angle solide S, sont des oogles de triangles. 4flu>'*^rauz; 
soit donc kl demi.- riixonfér^ce «a l'arc de->w>°c=:«,'OD 

aura «sstsstfsniit; donccos C= '^ ' : . ' — = 

»in' a- 
cosa(|— coso) cosis ,,;-:; 
— — ^ — ; -— ; mais on sait qne co» -r % 

igUi- Dans l'hexaèdre onculie.le^ trois angles plana ({ni for- 
ment l'angle solide A, sont des angles droits;, ainsi on a 
«:=*=*^=4 *. et cos 111=0; donc cos C=o- Donc l'angle 
de deux faces adjacentes est an angle droit. 

eg.ï4S. Dânà- l'octaèdre', si l'onfait:«=i:DAS=r-} «, fc = DAT 

'1 _ _^ rri o. I _ rt cos 4 *^^cos' 4 * 

=jir, e — lAt> — -jt, on anraeo»C=: ^ i— 
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Or, 6os vw = o, cos jir=ri, sin jw=:i\/3; donccosC = 
•— -^. D*où Ton voit que rinclinaison des faces de Toctaèdre 
et rinclinaison des faces du tétraèdre sont suppléments l'une 
de l'autre. , 

Dans le dodécaèdre , un angle solide est formé de trois S- 240. 

angles plans égaux , chacun , à l'angle d'un pentagone 

régulier ; ainsi , en faisant az^ bz= c z=: ^ iv , on aura 

cosfl. . . ^ I — v/5 

cos C = — — ; mais cos f- « =^ — s^ ~ icz=: , 

I 4- cos a 4 

I — v/5 I . a * 

donc cos Crzr-r - = — - — -, sm C=: — =•» «* tang C = 

— 2. 

Dans l'icosaèdre , il faut faire c = C' B' D' = j ir , a= fig. 247- 

^. ^. . ^ cos4'»p— cos'4'"^ 
^» = C B' A' = T w t et on aura cos C = —, — —- = 

sm' 7 « 

^-^— ^ — -z=. — - — ; donc sin C = -y. Telles sont les 

expressions très simples par lesquelles on détermine l'incli- 
naison de deux faces dans les cinq polyèdres réguliers. Mais 
nous remarquerons qu'on aurait pu les comprendre dans 
une seule et même formule. 

En effet, soit^/z le nombre de côtés de chaque face, m le fig-248. 
nombre d^ angles plans qui se réunissent dans chaque angle 
solide ; si du centre O et d'un rayon = i , on décrit une 
surface sphérique qui rencontre enp y q , r, les lignes OA, 
OC , OD , on aura un triangle sphérique/? q r, dans lequel 

on connaît l'angle droit r, l'angle/? = — , et l'angle ^ = — ; 

m 11 

on aura donc, par les formules connues, cos a rzrz—, ; 

sm ^ 

Mais cos q rzn cos COD = sin CDO = sin 7 C , C dési- 

cos — 
m 
gnant l'angle CDE ; donc sin -j C = . Formule gêné- 

sin — 

raie qui , appliquée successivement aux cinq polyèdres , 
donnerait les mêmes valeurs de cos C ou de i -— 2 sin' ^ C 
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qu'on a trouvées par une autre voie; pour cela, il faut subs- 
tituer, dans chaque cas , les valeurs de m ci n, savoir : 

Tétraèdre, Hexaèdre, Octaèdre, Dodécaèdre, Icosaèdre. 
iTzzi: 3,3,4) ^ 9^* 

Le mémç triangle sphérique p q r, d'où l'on vient de 

déduire l'inclinaison de deux faces adjacentes , donne 

CO w ir 

cos pq''=^ cot p cot ^ , ou -rr-- = cot — cot — . Donc , SI on 

OA m n 

m 

appelle R le rayon de la sphère circonscrite au polyèdre, 
et r le rayon de la sphère inscrite dans le même polyèdre, 

on aura — = tang — tang — ; d'ailleurs , en faisant le coté 
r m n 

AB = a^ on a CA = -^ — , et par conséquent R* :i=r*-f- 

. f^ 

sm — 

n 

-^ . Ces deux équations donneront pour chaque polyèdre, 

sin — 
n 

les valeurs des rayons R et r des sphères circonscrite et 

ff 
inscrite. On a aussi , en supposant C connu , r= 7 a cot- 

tangue et R = ^atang— tang 7 C. 

m 

Dans le dodécaèdre et Ticosaèdre , on voit que le rapport 

R , . W TT 

— a la même valeur tang — taner — . Donc , si R est le même 

r 3 5 

pour tous les deux , r sera aussi le même ; c'est-à-dire , que 
si ces deux solides sont inscrits dans une même sphère , ils 
seront aussi circonscrits à la même sphère , et vice versa, 
La même propriété a lieu entre l'hexaèdre et l'octaèdre, 

puisque la valeur de — est, pour l'un et pour l'autre, 

tang --- tang --. 

4 

Rémarquons que les polyèdres réguliers ne sont pas les * 
seuls solides qui soient compris sous des polygones réguliers 
égaux; car, si on adosse par une face commune deux té- 
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traèdres réguliers égaux , il en résultera un solide compris ' 
sous six triangles égaux et équilatéraux. On pourrait encore 
former un autre solide avec dix triangles égaux et équilaté- 
raux ; mais les polyèdres réguliers sont les seuls qui aient en 
même temps les angles solides égaux. 

NOTE X. 
Sur Vaire du triangle sphérique. 

Soit I le rayon de la sphère, iï la demi-circonférence d'an 

grand cercle; soient a, b , c, les trois côtés d'un triangle 

sphérique ; A , B , C , les arcs de grand cercle qui mesurent 

les angles opposés. Soit A-|-B + C — ir^zS; suivant ce 

qui a été démontré dans le texte *, Taire du triangle sphé- * 23, 7. 

rique est égale à l'arc S multiplié par le rayon , et ainsi 

est représentée par S. Or , par les analogies de Néper, 

on a : 

A-hB C a — b a+b 
tang :cot — ::cos :cos ; 

2 2 2 2 

de là , tirant la valeur de tang \ ( A+B) , on en déduira 

aisément celle de tang (fA+vB+^-C) = — cot ^ S : on 
aura ainsi 

cot|«cotii+co»C 

sin C 

formule, très - simple qui peut servir à calculer Faire d'un 

triangle sphérique lorsqu'on connaît deux côtés a y by et 

l'angle compris C. On peut aussi en déduire plusieurs con- 

Siéquences remarquables. 

i^ Si l'angle C est constant , ainsi que le produit 

d b . ^- . . %, 

cot — cot — , l'aire du triangle sphérique représentée par S, 
22 

demeurera constante. Donc deux triangles CAB, CD£,fig. 12. 

qui ont un angle égal C , seront équivalents , si on a 

tang \ CA ; tang^ CD : : tang ^ CE : taug^ CB , c'est-à-dire , si 

les tangentes des moitiés des côtés qui comprennent l'angle 

égal, sont réciproquement proportionnelles. 

2^ Pour faire sur le côté donné CD et avec le même 
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angle C, un triangle CDE équivalent au triangle donné 
CAB , il faut déterminer CE par la proportion. 

tang^ CD : tang^ CA : : tang^ CB : tang ^ CE. 

3** Pour faire avec l'angle du sommet C un triangle isos- 

cèle DCE équivalent au triangle donné CAB, il faut 

prendre tang^ CD, ou tang^ CE, moyenne proportionnelle 

entre tang^ CA et tang^ CB. 

cot 4- ^ cot 4- ^ + cos C 

k"* La même formule cot^^ S = r^ — -Il 

sin C 

peut servir à démontrer d'une manière très -simple la pro- 
position XXVI du livre VII ; savoir, que de tous les trian- 
gles sphériques formés avec deux côtés donnés a et 6, le 
plus grand est celui dans lequel l'angle C compris par les 
côtés donnés , est égal à la somme des deux autres angles 
A et B. 

Du rayon OZ =: i décrivez la demi-circonférence VMZ, 
faites l'arc 5^X = C , et de l'autre côté du .centre prenez 
OP = cot 7 a cot ^ b ; enfin joignez PX et abaissez XT per- 
pendiculaire sur PZ. 

PY 
fig. i3. Dans le triangle rectangle PXY on a cot ?=——=: 

Jvx 

C0I7 a cot^ ft-f-cos c , ^ ^ , , /. r. 

; donc P zz: 4^ S ; donc la surface S 

sin C 

sera un maximum , si l'angle P en est un. Or, il est évident 

que si on mené PM tangente à la circonférence, l'angle 

MPO sera le maximum, des angles P, et alors on aura MPO 

z=:MOZ — 4 -JT. Donc le triangle sphérique, formé avec 

deux côtés donnés , sera un maximum si on a ^ S = C 

— \'K ^ ou C = A -h B , ce qui s'accorde avec la proposition 

citée. 

On voit en même temps , par cette construction , qu'il 
n'y aurait pas lieu à maximum si le point P était au-dedans 
du cercle, c'est-à-dire, si l'on avait cot^ a cot^ b<i. 
Condition d'où Ton tire successivement cot-j a < tang 7 6, 
tang (7 -rr — 4 a) < tang^^^ ± -k — y«<| b, et enfin w< 
a-^b , ce qui s'accorde encore avec le scholie de la même 
proposition. 
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PROBLiME I. Trouver la surface d'un triangle sphérique 
par le moyen de ses trois côtés» 

Pour cela , il faudra dans la formule 

cot ^ a cot i ô+ cos C 

coti-S= ^ .-^-r^ • 

sm C 

substituer les valeurs de sin C et cos C exprimées ena^b^c: 

^ cos c— cos a cos b 

or , on a cos C = ^. ; — ; et cot -J- a cot ^ bz=z 

sm a sm b 

i+cos« i-l-cosè 



; de là résulte : 



sin a sin b 

^ ,, I-I-COS/Z + COSÔ-+-COSC 
cos c -f- cot Y « cot ^j- O = ; ; 

sm a sm b 
Ensuite la valeur de cos C donne 



. a-\-b-\-c . a-\-b — c 
a sm sm 



cosC; 



cosc— cos(a-l-fe) 2 2 



sin a sin b sin a sin b 

, a-\-c — b , b-\-c — a 
, ^. asm 'Sm 

^ COSfa— 6) COSC 1 2 

I— COSC=r-^^ 4-T = 1 r-T • 

sm a sm b- sm a sm b 

Multipliant ces deux quantités entre elles et extrayant la 

racine du produit , on aura 

^/ . a+*H-c , a+b^c , a-j^c—b , 6-K— «\ 

2v/( sm sm sm sm ) 

. ^ Va a 2 2 / 

ftin C = — ; :- ' . 

sin a sin b 

Donc enfin 

I + cos a ■+- cos è+ cos c 
cot^= -~ — ^* 

/ . «+Ô4-C . a-hb—c . a-^c-r-b , b-i-a—c\ 

%\/( sm — . sm sm sm J 

va 2 2 2 / 

Cette formule résout le problème proposé , mais ou peut 

parvenir à un résultat plus simple. 

Pour cela reprenons la formule 

cot T « cot X ^ ■+- cos C 

cottS = î rV^- , 

sm C 

nous en tirerons d'abord i ■+- cot*^ S, ou 

I cot*^acot*^è-|-2cotY<2cot-j6cosC-+-i 

sin^^rS" sin'C ' 
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Or , la valeur de cos C donne 2 cot ^ ^ cot -J 6 cos C = 

cos c — cos a cos b .11 1 .. 
— ; ; mettant dans le numérateur, aa 

lieu de cos c, cos a, cos ô, leurs valeurs i — a sin^-^c, 
I — a sin* Y û > ï — * ^^^^ i^^ ^^ réduisant , on aura 

sin* va + sin*|è — sin*^c 

2 cot -7 Û5 cot -7 Ô cos C= i-T-i :— m ""^• 

I — sin*Y« I — sin^Y^ 
On a d'ailleurs cot* {-«. cot* ^ è=. ■ . , , . — . , , , -= 

I — &in^~a — sin*T^ . xx v a*.. -. 

— + 1. Donc, en substituant ces va- 



sin'-i-asin* -^b 



i 1 



I I — sm-fc 

leurs , on aura . ,,o = "^~r; . , x 7 . »^ ^ ce qui donne 

sm^^S sin*Y«sin*ièsm*C 

sin^^a sin^^sinC _ , , 

sin Y S =? j et , en remettant la valeur de 



cos je 



sin C , on a 



[/"[ sm sin sm sm ) 

sm 78 = — ■ ; • 

a cos Y ^ cos Y o cos 7 c 

Formule commode pour le calcul logarithmique. 

Si on multiplie celle - ci par la valeur de cot y S , il en 

résultera 

i-f-cosfl-hcos^-l-cosc cos'^a-f-cos*4^è-hcos'4^-ï 

cos ~ S = ; = . 

4 cos Y « cos y o cos Y c a cosYacos-^^cos-jC 

Nouvelle formule qui a l'avantage d'être composée de ter- 
mes rationnels. 

T\ V .• ï — cos^S 

De la on tire encore — , ou 

sin;- S ' 

I--COS*^a— cos* Y^>— COS'7C+!2COSTaCOS4ÔCOS7C 

tangyS = ; 1 —■ 

Y . a+b+c . a-H^^c , a-hc—b , b+c—a" 

\/\ sm sm sm- sin 

\ a a a a 

Or le numérateur de^ cette expression peut être mis sous 

la forme 

(l — COS"yO(i COS^'^b) ( cos ^« cos 7 6 COSjC)', 

laquelle se décompose en deux facteurs , savoir : 

sin7<2sin7^cos7rtCOS^&— cos|cetsin|«sin7è— cosT^cosy* 
4-cos-jc; ceux-ci se réduisent ultérieurement; le premier 

/. , /> . . a+c—b , b-hc—a 
acos(,a — Yfc'j—cosYc^asm .sin , le second 

4 4 



i 
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. a+lh^c , a-{^ — c 
k cos-jc— cos {^a4'^o)=z'isin sin . Donc 



a-\-b-^c , a-\-b — c . a-\-c — b . b'\-c — a 
4 sin «sm sin sin 



tangos 



>• 



/ . a-\-b-\-c . £ï-f-ô — c , a-\-c — b . 6-f-c — à\ 
y[ sin sin sm sm ) 

V 2 2 2 a y 

__ . sin y/? / sin* Y© "N . . ^ 

Mais ona-— ^=v/( . ^ ^ , )=V/ (^tangi/?); 
V/ sm/? V 2 sm \p co%~p J 



donc enfin 

tang|S=|/^[i tang — tang — '—^ tang — '—^ tang i. 



a+fr-f-c a+b—^ ar\-c — b b-\-'C-^a\ 

■Z tang tang tang ]. 

4 4 4 4 / 



Celte formule très« élégante est due à Simon LhuiUier. 

Problême ii. Etant donnés les trois côtés BC=a, AC=b, fig. 14. 
AB = c , déterminer la position du point I, pôle du cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

Soit l'angle ACI = a:, et l'arc AI = CI=zBI=:?; dans 

les triangles CAI , CBI , on aura par les formules connues 

cos? — cos^cos? I — cos^ sin ô 

cosa::= . , , = :— - — cotÇ= rCOt?, 

sm 6 sm 9 smo i-\-cosb 

/^ V I— cosa _ cos(C — ar) 

ces (C— j?) = : cot ?. Donc ^ ^, ou 

sm a cos x 

^ . • r. ^ (i+cos 6) (i — cos«) . 

cos c -f- sm c Ung x =:-i — • : — ^-^ — ; i.; substi- 

sin a sin b . 

tuant dans cette équation les valeurs de cos C et sin C 

exprimées en a, b, c, et faisant, pour abréger, 

M=:v/ ( I — cos* a — cos* b — cos* c+2 cos a cos b cos c), 

,,j . ^ i+cosô — cosc^— cos/x - , 

on en déduira tang: x z=z ■ formule 

^ M- ' 

qui détermine l'angle ACI. On peut observer qu'à cause 
des triangles isosceles ACI, ABI , BCI, on a ACI = 
^ (C-h A — B) ; on aurait de même BCI=t (B+C — A)> 
BAI=y(A+B — C). De là résultent ces formules remar- 
quables : i 

irx n ^ T»N I+COS* — COSa— COSC 

tang|(A7hC— B)= 



tang|(B + C — A) = 



M 

I+COSO — C0S6 — COS c 



320 NOTE X. 

I -f-COS C COS « — cos6 



Ij^. i.>. 



tang^(A+B-C)= ^ 

auxquelles on peut joindre celle qui donne cot 7 S , et qui 

peut se mettre sous la forme : 

— I— cos« — cos^— cosc 
tangi(A+BH-C)= ^ . 

La valeur de tang x qu'on vient de trouver, donne 

I a(i+cosè)(i— cos^) (i— cosa) 
I -|- tanfi:^ X ou :=. =rr — 

16 cos' 7 ^ sin* j c sin" -^ <z 

I [^cos\b%m^c s in f a 

donc = ■: rr • Mais de 1 équa^ 

COS X m. ^ 

I — ces b 

tion COS X = ; — ; cot 9 = tang ^ b cot 9 « on tire 

sin b 

tang T ^ -1 ^ 4 sin 7 a sin i ^ sin^c 

tang 9 =r — ; donc tang ? = 2 -— : 1- 

" cosj: m 

2 sin I a sin \bsïnjc 

/ . a-i-b-i-c . a+b^c , a-^c—b . b'^c—à\ 
i/( 8in sm sm sin ) 

V ^ ^ ^ 5fc y 

pROBLiME III. Déterminer sur la suif ace de la sphère la 
ligne sur laquelle sont situés tous les sommets des triantes 
de même base et de même surf ace . 

Soit ABC l'un des triangles sphériques dont la base 
commune est AB z= c , et la surface donnée A + B + C — 
TT zn S. Soit IPK. une perpendiculaire indéfinie élevée sur 
le milieu de AB ; ayant pris IP égal au quadrant , P sera le 
pôle de Tare AB, et l'arc PCD mené par les points P, C, 
sera perpendiculaire sur AB. SoitlDnz/?, CD = <7; les 
triangles rectangles ACD, BCD , dans lesquels on a AC = ^i 
BC :::=:«, AU •:=.p -^ \ c , BD=z:/> — ^c, donneront cos fl=: 
ces q ces {p — ^ r) , ces ènzcos q cos (7^ + 7 c). Mais on 
a trouvé ci-dessus : 

, ç, T + cos a -f- COS b -j- COS c 

sin a sin b sin C ' 

subtituant dans cetle formule les valeurs cos rt + cosi:^ 
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2 cos q cos p cos i c^ i — cos c=i a cos * ic, siab sin C=:ï 
sin c sin B = a sin ^ c cos 7 c sin B ; on aura 

cos -j c+cos/? cos q 

cet i 8= ; r-i r^ i,~- 

sinasinxc smB 

D'ailleurs dans le triangle rectangle BCD, on a encore* 

., cosi c-f-cos/> cos ^ 

sm a sm B =: sin q ; donc cot 78 = -, ~ = , 

8^n -^ c sm q 

ou cos/? cos ^sucot-j S sin -i- c sin ^ — cos ^c; c'est la rela- 
tion entre /? et q qui doit déterminer la ligne sur laquelle 
sont situés tous les points C. 

Ayant prolongé IP d'une quantité PK=ar, joignez KG 
et soit KC=:^; dans le triangle PKC, où Ton a PC=: 
iiç — q et l'angle KPCzirw — p ^ le côté KC se trouyera 
par la formule cos KC;=cosKPC sin PK sin PC + cosPK 
cos PC , ou 

cos^=:8in ç cos ar— sinar cosç cos/?; ' 
dans laquelle substituant au lieu de cos q cos p sa valeur 
cot -7 S sin -j c sin q — cos { c , on aura 

cosj^ = sin jfcos^cH-sinç (cos a:— sin ar cot -Ssin^c). 
De là on voit que si l'on prend cos or— sin a: cot Y S sin 7 c= o, 
oucot j:=:cot~ S sin-j c, on aura cos j^:=: sin ;i: cos-J-c, et 
ainsi la valeur de y deviendra constante. 

Donc si après avoir mené l'arc IP perpendiculaire sur le 
milieu de la base AB , on prend au-delà du pôle la partie 
PK telle que cot PK:=cot^ S sin^ c^ tous les sommets de» 
triangles qui ont la même base c et la même surface S , 
seront situés sur le petit cercle décrit du point K comme 
pôle à la distance K€ telle que cos KC=sin PK cos 7 c. 

Ce beau théorème est dû à Lexell. (Voyez le tome Y, 
part. I des nova Jeta PetropoUiana, ) . ^^^--^"'^ . 

NOTE3JL 
Sur la proposition III ^ livre /TiL - ////' 

Cette proposition peut être démontrée plus rigoitreu-^ 
sèment en la ramenant. aux lemmes préliminaires, de la 
manière suivante. 

Je dis d'abord que la surface convexe terminée par les 
«rôles AF, BG, et pat les arc» A«B., F a? G, ne saurait fig.aSa. 
Sept. Ed. 21 
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étte plus petite que le rectangle ABGF , partie correspoa- 
dante de la surface du prisme inscrit. 

£n effet , soit S la surface conrexe dont il s*agit , et soit, 
s'il est possible , le rectangle ABGF ou ABx AF=S-|-M, 
M étant une quantité positive. 

Prolongez la hauteur AF du prisme et du cylindre jus- 
qu'à une distance AF' égale à n fois AF , n étant un 
nombre entier quelconque ; si Ton prolonge en même tempi 
ie cylindre et le prisme , il est clair que la surface convexe 
S' comprise entre les arêtes AF', BG', contiendra n fois It 
surface S; de sorte quon aura S':=znS , et parceque 
n X AF=AF', on aura ABxAF'z=iiS + /iM = S'-h/iM. 
Or n étant un nombre entier à volonté et M uae surface 
donnée , on peut prendre n de manière qu'on ait n M plus 
grand que le double du segment AuB, puisqu*il suffit pour 

cela de. faire n> — — — ; donc alors le rectangle ABxAF 

sa. 

ou la surface plane ABG'F' serait plus grande que la sur- 
face enveloppante , composée de la surface eonvexe S' et 
de deux segments circulaires égaux AuB, FVG'. Or, au 
contraire , la seconde surface est plus grande que la pre- 
mière, suivant le premier lemme préliminaire; donc, i® on 
ne peut avoir S < ABGF. 

Je dis en second lieu que la même surface convexe S ne 
saurait être égale à celle du rectangle ABGF. Car suppo- 
sons, s'il est possible, qu'en prenant AE=AB, la sur- 
face convexe AMK soit égale au rectangle AFK£ ; par un 
point quelconque M de l'arc AM£ , menez leê cordes AM, 
ME , et élevez 3MN perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les trois rectangles AMNF , MEKN , A EKF , ayant même 
liauteur , sont entre eux comme leurs bases AM , ME , AE. 
Or on a AM4^'ME>AE, donc la somme des rectangles 
^^""i AMNF, MEKN est plus grande que le rectangle AFKE. 

Celui-ci est équivalent par hypothèse à la surface convexe 
AMK , composée des deux surfaces partielles AN , MK. 
Donc la somme des rectangles AMNF , MEKN est plus 
grande que la somme des surfaces convexes correspondantes 
AN , MK. Donc il faudra que l'un au moins des rectangles 
AMNF , MEKN s^it plus grand que la surface convexe 
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correspondante. Cette conséquence est contraire à la pre-^ 
miere partie déjà démontrée. Donc , a^ la surface convexe 
S ne saurait être égale à celle du rectangle correspondant 
ABGF. 

Il suit de là qu'on a S > ABGF, et qu'ainsi la surface 
convexe du cylindre est plus grande que celle de tout 
prisme inscrit. 

Par un raisonnement absolument semblable, on prou* 
vera que la surface convexe du cylindre est plus petite que 
celle de tout prisme circoiiscrit. 

NOTE XII. 
Sur Végalité et la similitude des polyèdres. 

On trouve à la tête du XI^ livre d'Ëuclide, les défini* 
lions 9 et lo ainsi conçues : 

9. Deux solides sont semblables , lorsquHIs sont compris 
BOUS un même nombre de plans semblables chacun K 
chacun. 

xo. Deux solides sont égaux et semblables, lorsqu'ils 
sont compris sous un même nombre de plans égaux et 
semblables chacun à chacun. 

L^objet de ces définitions étant un des points les plus 
difHciles des éléments de géométrie, nous l'examinerons 
avec quelque détail, et nous discuterons en même temps 
les remarques faites à ce sujet par Robert Simson dans son 
édition des éléments , pag. 388 et suiv. 

D'abord nous observerons avec Robert Simson que la 
définition lo n'est pas proprement une définition, mais 
bien un théorème qu'il faudrait démontrer; car il n*est 
pas évident que deux solides soient égaux par cela seul 
qu'ils ont les faces égales ; et si cette proposition est vraie ^ 
il faut la démontrer soit par la superposition, soit de toute 
autre manière. On voit ensuite c[ue le vice de la défini- 
tion 10 est commun à la définition 9. Car, si la définition 10 
n'est pas démontrée , on pourra croire qu'il' existe deux 
solides inégaux et dissemblables dont les faces sont égales ; 
mais alors , suivant la définitioh 9 , un troisième solide qui 
aurait les faces semblables à celles des deux premiers serait 
semblable à chacun d'eux , et ainsi serait semblable à deux 

21. 
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corp» de différente forme , conclusion qui implique eontnh 
diction , ou du moins qui ne s'accorde pas avec l'idée qu'on 
attache naturellement au mot semblable* 

Plusieurs propositions des XI et XII* livres d'Euclid^ 
sont fondées sur les définitions 9 et 10, entre autres la 
proposition XXVIII , livre XI , de laquelle dépend la me- 
sure des prismes et des pyramides. Il semble donc qu'oa 
peut reprocher aux éléments d'Ëuclide , de contenir un 
assez grand nombre de proposition^ qui ne sont pas rigon- 
reusement démontrées. Mais il y a une circonstance qui 
sert à affaiblir cette inculpation , et qu'il ne faut pas 
omettre. 

Les figures dont Euclide démontre l'égalité ou la simili- 
tude en se fondant sur les définitions 9 et 10 ^ sont teUcs 
que leurs angles solides n'assemblent pas plus de trois angles 
|)lans : or, si deux angle& solides sont composés de trois 
angles plans égaux chacun à chacun , il est démontré assez 
clairement dans plusieurs endroits d'Ëuclide que ces angles 
solides sont égaux. D'un autre côté , si deux polyèdres ont 
les faces égales ou semblables chacune à chacune, les angles 
solides homologues seront composés d'un même nombre 
d'angles plans égaux , chacun à chacun. Donc , tant que les 
angles plans ne sont pas en plus grand nombre que trois 
dans chaque angle solide , il est clair que les angles solide» 
homologues sont égaux. Mais , si les faces homologues sont 
égales et les angles solides homologues égaux , il n*j a plus 
de doute que les solides ne soient égaux ; car ils pourront 
être superposés , ou au moins ils seront symmétriques l'un 
de l'autre. On voit donc que l'énoncé des définitions 9 et 
10 est vrai et admissible, au moins dans le cas des angles 
;solides triples , qui est le seul dont Euclide ait fait usage. 
Ainsi le reproche d'inexactitude qu'on pourrait faire à cet 
auteur , ou à ses commentateurs , cesse d'être aussi grave 
et ne tombe plus que sur des restrictions et des explications 
qu'il n'a pas données. 

Il reste à examiner si l'énoncé de la définition 10, qui 
est vrai dans le cas des angles solides triples , est vrai en 
général. Robert Simson assure qu'il ne Test pas, et qu'on 
p«ut construire deux solides inégaux qui seront compris 
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stms nn même nombre de faces égales cliaciine à chacune . 
««Imaginez, dit cet auteur, qu'à un' polyèdre quelconque 
(*. on ajoute une pyramide, en lui donnant pour base une 
« des faces du polyèdre ; imaginez aussi qu'au lieu d'ajouter 
<t là pyramide on la retranche , en formant dans le polyèdre 
«c une cavité égale à la pyramide ; vous aurez ainsi deux 
« nouveaux solides qui auront les faces égales chacune à 
« chacune, et cependant ces deux solides seront inégaux. • 

Tel est l'exemple allégué par Robert Simson pour prou- 
Ter son asserlion ; mais nous observerons que l'un des solides 
dont il s'agit contient des angles solides rentrants: or, il 
est plus que probable qu'£uclide a entendu exclure, les 
corps irréguliers qui ont des cavités ou des angles solides 
rentrants j et qli^il s'est borné aux polyèdres convexes. En 
admettant cette restriction, sans laquelle d'ailleurs d'autres 
propositions ne seraient pas vraies , l'exemple de Robert 
Simson ne conclut point contre la définition ou le théorème 
d'Ëuclide ; nous croyons au contraire , d'après un examen 
approfondi , que ce théorème est très -vrai ; mais il ne pa- 
raît pas facile d'en donner la démonstration. 

Quoi qu'il en soit , il résulte de ces observations que les 
définitions 9 et lo d'Ëuclide ne peuvent être conservées 
telles qu'elles sont. Robert Simson supprime la définition 
"des solides égaux , qui en effet ne doit trouver place qu€ 
parmi les théorèmes; et il définit solides semblables ceux 
qui sont compris sous un même nombre de plans sembla- 
bles , et qui ont les angles solides égaux chacun à chacun. 
Cette définition est vraie , mais elle a l'inconvénient de 
contenir bien des conditions superflues. Si on supprimait 
la condition des angles solides égaux, on retomberait dans 
l'énoncé d'Ëuclide , qui est défectueux en ce qu'il suppose 
la 'démonstration du théorème sur les polyèdres égaux. 
Pour éviter tout embarras, nous avons cru à propos de 
diviser la définition des solides semblables en deux parties : 
d'abord nous avons défini lés pyramides triangulaires sem- 
blables , ensuite nous avons défini solides semblables ceux 
qui ont des bases semblables,. et dont les sommets homo- 
logues hors de ces bases sont déterminés par des pyramidej^ 
triangulaires semblables chacune à chacune. 
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Cette définition exige pour les bases, en les supposant 
triangulaires , deux conditions , et pour chacun des som- 
mets hors des bases , trois conditions ; de sorte que si S est 
le nombre des angles solides de chacun des polyèdres , la 
similitude de ces deux polyèdres exigera a-|-3(S — 3) 
angles égaux de part çt d'autre, ou 3 S — 7 conditions; 
et aucune de ces conditions n'est superflue ou comprise 
dans le$ autres. Car nous considérons ici deux polyèdres 
comme ayant simplement le même nombre de sommets ou 
d'angles solides ; alors il faut rigoureusement , et sans en 
omettre une, les 3 S — 7 conditions pour que les deux 
solides soient semblables ; mais si on supposait avant tout 
qu'ils sont tle la même espèce l'un et l'autre, c'est-à-dire 
qu'ils ont un égal nombre de faces , et que ces faces compar 
rées chacune à chacune ont un égal nombre de côtés , cette 
supposition renfermerait des conditions dans le cas où il 
y aurait des faces de plus de trois côtés, et ces concUtions 
diminueraient d'autant le nombre 3 S — 7 , de aor|e qu'an 
lieu de 3 S -—7 conditions il n'en faudrait plus que A — i; 
sur quoi voyez la note vm. On voit par là ce qui donne 
lieu à la difficulté de poser une bonne défînitipii des solides 
semblables ; c'est qu'on peut les considérer comme étant 
de la même espèce , ou seulement comme ayant un égal 
nombre d'angles solides. Dans ce dernier cas toute difficulté 
est écartée , et il faut que les 3 S — 7 conditions renfermées 
dans la définition soient remplies toutes pour que les solides 
soient semblables , et on en conclura à plus forte raison 
qu'ils sont de la même espèce. Au reste , notre définition 
étant complète , nous en avons déduit comme théorème la 
définition de Robert Simson. 

On voit donc qu'il est possible de se passer, dans les élé- 
ments , du théorème concernant l'égalité des polyèdres ; 
mais, comme ce théorème est intéressant par lui-même, il 
serait à désirer qu'on en trouvât une démonstration gé- 
nérale. 
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JLiA Trigonométrie a pour objet de résoudre les tri- 
angles, c'est-à-dire, de déterminer leurs angles et- 
leurs côtés par le moyen d'un nombre de données 
suffi^nt. 

Dans les triangles rectilignes il suf&t de connaître 
trois des six parties qui les composent, pourvu que 
parmi ces parties il y ait un côté. Car si on ne donnait 
que les trois angles, il est visible que tous les triangles 
semblables satisferaient à la question. 

Dans les triangles sphériques trois données quel- 
conques , angles ou cô^és , suffisent toujours pour dé- 
terminer le triangle , parceque dans ces sortes de tri- 
angles on ne considère pas la grandeur absolue des 
côtés , mais seulement leur rapport avec le quadrant : 
ou le nombre de degrés qu'ils contiennent. 

Dans les problèmes s^nnexés au liyr^ II, on a déjà 
vu comment les triangles rectilig^c^ se construisent 
au moyen de trois parties doj^néeç ; les proposi- 
tions XXIV et XXV du livre V donnent également 
une idée des constructions par le$quelle$ on pourrait 
résoudre les cas analogues des triangles sphériques. 
Mais cçs constructions , qui sont e^sactes en théorie ^ 
^ ne donneraient qu'une médiocre approximation dans 
la pratique ( i ) , à cause de rimperfectipn des instru- 

(i) Il faut distinguer en effet les figures qui ne servent qu'à 
diriger le raisonnement pour la démonstration d*un théorème ou 



âaS TRIGOWOMÉTRIB* 

nients dont elles exigent remploi : on les appelle des 
méthodes graphiques. 'Les méthodes trigonométriques, 
au contraire, indépendantes de toute opération mé- 
canique, donnent les solutions avec tout le degré 
d'exactitude qu'on peut désirer : elles sont fondées 
sur les propriétés des lignes appelées sinus, cosinus, 
tangentes , etc. , au moyen desquelles on est parvenu 
à exprimer d'une manière très-simple les relations qui 
existent entre les côtés et les angles des triangles. 

'Nous allons d'abord exposer les propriétés de ces 
lignes et les principales formules qui en résultent; 
formules qui sont d'un grand usage dans toutes les 
parties des mathématiques , et qui fournissent même 
à Hanalyse algébrique des moyens de perfection- 
nement. Nous les appliquerons ensuite à la résolu- 
tion des triangles rectilignes et à celle des triangles 
sphériques. 

Dis^ision de la Circonférence. 

I . Jusqu'à ces derniers temps les géomètres s'étaient 
accordés à diviser la circonférence en 36o parties 
égales appelées degrés , le degré en 60 minutes, la 
minute en 60 secondes^ etc. Ce mode présentait 
quelques facilités dans la pratique , à cause du grand 
nombre de diviseurs de 60 et de 36o : mais il était 
réellement sujet à l'inconvénient des nombres com- 
plexes, et il nuisait souvent à la rapidité du calcul. 

Les savants , à qui on doit l'invention du nouveau 
système des poids et mesures^ ont pensé qu'il y aurait 
un grand avantage à introduire la division décimale 
dans la mesure des angles. En conséquence ils ont 

la solution d'un problème , des figures que l'on construit pour 
connaître quelques-unes de leurs dimensions. Les premières sont 
toujours supposées exactes ; les secondes , si elles ne sont p» 
tracées exactement , donneront des résultats fautifs. 
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regardé comme unité principale le quart de circon-^ 
férence ou le quadrant , mesure de l'angle droit , et 
ils ont divisé cette unité en loo parties égales appe- 
lées degrés y le d^^é en loo minutes , et la minute en 
lOO secondes. 

Nous n'emploierons désormais que la nouvelle 
division ou la division décimale de la circonférence. 
C'est celle qui convient le mieux à la nature de notre 
arithmétique, et qui est la plus propre à abréger les 
calculs. 

II. Les degrés , minutes et secondes se désignent 
respectivement par les caractères <>, ', " : ainsi l'ex- 
pression i6*> 6' y5'% représente un arc ou un angle de 
i6 degi*é& 6 minutes 75 secondes. Si on rapportait ce 
même arc au quadrant pris pour unité, il s'expri- 
merait par o, 160675. On voit en même temps que 
l'angle mesuré par cet arc, est à l'angle droit :: 
160675 : looooo, rapport qu'on ne déduirait pas 
aussi facilement des expressions conformes à Tan- 
cienne division de la circonférence. 

Les arcs et les angles sont exprimés indistinc- 
tement- dans le calcul par des nombres de degrés, 
minutes et secondes. Ainsi nous. désignerons l'angle 
droit ou le quadrant par ioo*>, deux angles droits 
ou la demi- circonférence par 2oo<^, quatre angles 
droits ou la circonférence entière par 400^; ainsi de 
suite. 

in. Le complément d'un angle ou d'uft arc est ce 
qui reste en 'retranchant cet angle ou cet arc de 100^. 
Ainsi un angle de 25*^ 4^' a pour complément, 
74** 60' ;^ïi angle de 12^ 4' 62" a pour complément, 
87095' 38^ 

En général, A étant un angle ou un arc quelcon- 
que^ lOO** — A est le complément de cet angle ou de 
cet arc. D'où l'on voit que, si l'angle ou l'arc dont il 
s'agit est plus grand que 100", «on complémen sera 
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négatif. C'est ainsi que le complément de i6o' 84' 10' 
est — 60° 84' 1»'. Dans ce cas, le complément, pris 
positivement , serait la quantité qu'il faudrait retran- 
cher de l'angle ou de l'arc donné, pour que le reste 
■ fftt égal h loo". 

■ ■•'■hes deux «ngles d"un triangle rectangle Talent 

«uemble un angle droit : ils sont donc complément* 

L?Mde l'autre. 

iittnif he suppèément d'un angle ou d'un arc est ce 

qiiî reste en ôtant cet angle ou cet arc de 200", valeur 

dvideux angles droits ou d'une demi* circonférence. 

jhnai A étant un angle ou un arc quetconque, 300* 

<¥4t A est son suppléaient. 

""Bans tout triangle , un angle est le supplément de 

la somme des deux autres, puiscpie les trois ensemble 

Ijm angles des triangles, tant rectilignes que sphé- 
ri^es , et les côtés de ces derniers , ont toujours leurs 
suppléments positifs; car ils sont toujours moîndrcj 
que îoo". 

Notions générales vsar les sinitSj aotùtus, ■ 
tangentes, etc. 

y. Le.nniw d«> l'aro AM., on deVsngilêjMlM , eH 

la pmpendiculainej MP abaûsée d'une. cxO^mité^dB 
l'arc sur le diamètre qui passe par l'autre extrémité 

Si à Vextrëmité dti rajon'CA on mea« Ix-pecpan- 
diculake AT jâsqu'i\ Is rencontre de CM piolon^vV 
ligne AT, ainsi terminée, s'appelle la t<mgeatg','di 
CT la sécoiUe ât l'arc AM ou de l'angle ACM. 

Ces trois lignes MP, AT, CT, dépendantes de 
l'sFC AM, et toujours déterminées par l'arc AM ft 
le rayon , se désignent ainsi : MP =: sin AM , ou 
sin ACM, AT = tang AM, ou tang ACM , CT» 
séc AM , ou séc ACM. 
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VI* Ayant prb Tare AD égal à uqi quadrant, si 
des points M et D on mené les lignes MQ, DS 
perpendiculaires au rayon CD^ Tune teripinée à ce 
rayon, Tautre terminée au rayon CM prolongé^ les 
lignes. MQ, DS et CS seront pareillement les sinus, 
tangente et sécante de l'arc MD, complément de 
AM. On les appelle, pour abréger , les cosinus, cotan^ 
gente et .cosécante de Tare AM , et on les désigne 
ainsi : MQ=co5 AM, ou cos ACM, DS = co^ AM, 
ou coù ACM , ÇS = coséc AM , ou coséc ACM. En 
général, A étant un arc ou un angle quelconque , on a 
cos Az=sin (loo** — A) , cocA:=:tang ( loo® — A), 
coséc A = séc ( loo® — A). 

Le triangle MQG est, par construction, égal aufig. i< 
triangle CPM , ainsi on a CP = MQ ; donc dans le 
triangle rectangle CMP , dont l'hypoténuse est égale 
au rayon, les deux côtés MP, CP sont le sinus et le 
cosinus de Tare AM. Quant aux triangles CAT, CDS, 
ils sont semblables aux triangles égaux CPM, CQM, 
et aiiisi ils sont semblables entre eux. De là nous 
déduirons bientôt les différents rapports qui existent 
entre les lignes que nous venons de définir ; mais au- 
paravant il faut voir quelle est la marche progressive 
de ces mêmes lignes , lorsque Tare auquel elles se 
rapportent augmente depuis zéro jusqu'à aoo^. 

vu. Supposons qu^ûne extrémité de Parc demeure 
fixe en A , et cfue Pautré extrémité, marquée M , par- 
coure successivement toute l'étendue de la demi- 
çirconférei^ce depuis A jusqu'en B dans le sens ADB* 

Lorsque le point M est réuni en A, ou lorsque 
l'arc AM est zéro , les trois points T , M , P , se con- 
fondent avec le point A ; d'où l'on voit que le sinus 
et la tartgente d'un arc zéro sont zéro , et que le 
cosinus de ce même arc est égal au rayon , ainsi que 
sa sécante. Donc en désignant par R le rayon du 
cercle, on aura 

sin oz=zo , tan^ oz=zo , cas o:=.Vi , 5eco=R. 
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on voit que Tare AM' a pour sinus M' P', et pour 
cosinus M'Qou CP'. Mais l'arc M'B est supplémeni 
de ^M', puisque AM'H- M'B est égal à une demi- 
circonférence ; d'ailleurs si l'on mené M 'M parallèle 
à AB, il est clair que les arcs AM, BM', compris 
entre parallèles, seront égaux, ainsi que les perpen- 
diculaires ou sinus MP, M'P', Donc le smus d'un arc 
ou d'un angle est égal au sinus du supplément dm 
cet arc ou de cet angle. 

L'arc oi^ l'angle A a pour supplément 200° — A: 
ainsi on a en général 

sin A = sin ( 200° — A ). 
La même propriété s'exprimerait aussi par l'équation 
sin ( loo» + B ) = jw ( ioo<> — B ) , B étant Tare DM 
^u son égal DM'. 

XI. Les mêmes arcs AM', AM qui sont supplé- 
ments l'un de l'autre, et qui ont des sinus égaux, 
ont aussi les cosinus égaux CP', CP j mais il faut 
observer que ces cosinus sont dirigés dans des sens 
différents.* Cette différence de situation s'exprime 
dans le calcul par l'opposition des signes : de sorte 
que si on regarde comme positifs , ou affectés du 
signe +, les cosinus des arcs moindres que loo®, il 
Caudi^a regarder comme négatifs ou affectés du signe, 
■ — , les cosinus des arcs plus grands que ioo°. On aura 
donc en général 

COS A.z=Z CQS ( 200*>-^ A ) , 

ou COS (iooo+B)= — COS (loo® — B ) ; c'e»t-à-dire, 
que le cosinus d^un arc ou d'un angle plus grand gue 
100° est égal au cosinus de son supplément, pris 
négatii^ement. 

Le complément d'un arc plus grand que ïoo^ 

étant négatif^, il n'est pas étonnant que le sinus de "ut* 

ce complément soit négatif; mais pour rendre cette 

' vérité encore plus palpable , cherchons l'expression 

^ de la distance du point A à la nerpendicuUiire MP* 
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Si on fait l'arc AM^^Xjon aura CP-^cos jr,etl» 
distance cherchée AP r^: R — cos ^. La même for- 
mule doit exprimer la distance du point A à la 
droite MP, quelle que soit la grandeur de l'arc AM, 
dont l'origine est au point A. Supposons donc ipie le 
point M Tienne en M', en sorte que .x désigne l'arc 
AM', on aura encore en ce point AP' = R — cos x; 
doncposa^ — R — AP'^AC— AP'— — CP'jcequi 
fait voir que cos x est alors négatif j et parce que 
CP ' = CP r=: cos ( aoo" — :c ) , on a cos^ = — cos 
( 200° — x), comme on l'a déjà trouvé. 

On voit par-là qu'un angle obtus a le même sinus 
et le même cosinus que l'angle aigu qui lui sert de 
■upplément, avec cette seule différence que le cosinus 
de l'angle obtus doit être affecté du signe — . Ain»i 
on' a sin iHo" ^=sin 50" = ^ Rt^a, ttcos i5o"= — 
0*50"==— ^RV-'a. 

Quant à l'arc ADB égal a la demi -circonférence, 
son sinus est zéro, et son cosinus est égal au rayon 
pris négativement ; on a donc sin 2000=30 , et cos aoo'^ 
= — R. C'est aussi ce que donneraient les formules 
sin\=sin (aoo" — A), et co^ A:^ — cas (aoo" — A), 
en y faisant A ^= aoo". 1 

XII. Examinons maintenant ce que devient la 
tangente d'un arc AM' plus grand que loo". Suivant 
la définition , elle doit être déterminée par le con- 
cours des lignes AT, CM'. Ces lignes ne se rencon- 
trent point dans le sens AT, mais elles se rencontrent 
dans le sens opposé AV; d'où l'on voit que la tan- 
gente d'un arc plus grand que 100» est négative. 
D'ailleurs , si on observe que AV est la tangente de 
l'arc AM supplément de AM' ( puisque WAM' est u 
demi-oirconiërence ), on en conclura que la tœigente 
d'un arc ou d'un angle plus grarld. que 100" ejf ègalt 
à celle de son sufpiément , prise négativement , de 
sorte qu'on a 1 

tangA=^ — tang (200° — A). 1 
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H en est de même de la cotangente représentée 
par D S ' , laquelle est égale , et en sens contraire à 
DS cotangente de AM. On a donc aussi 

COt A = COt ( 20Ù^ — A ) . 

Les tangentes et les cotangentes sont donc négatives, 
ainsi que les cosinus, depuis ioo° jusqu'à 200<>. Et, 
dans cette dernière limite , on a tang aoo<* = o et cçc 
200° = COt o =z—- 00 . 

XIII. Dans la trigonométrie il n'y a pas Heu de consi- 
dérer les sinus , cosinus , etc. , des arcs ou des angles plus 
grands que 200**; car c'est toujours entre o et 200° que sont 
compris les angles des triangles tant reclilîgnes que sphé- 
riques, et les côtés de ces derniers. Mais dans diverses 
applications de la géométrie , il n'est pas rare de considérer 
des arcs plus grands que la demi-circonférence, et même 
des arcs comprenant plusieurs circonférences. Il est donc 
nécessaire de trouver Texpression des sinus et cosinus de 
ces arcs , quelle que soit leur grandeur. 

Observons d^bord que deux arcs égaux et de signes 
contraires AM , AN , ont des sinus égaux et de signes 
contraires MP, PN, tandis que le cosinus CP est le mémç 
pour l'un et pour l'autre. On a donc en général ^ 

cos ( — x^ = cosx, 
formules qui serviront à exprimer les sinus et cosinus des 
arcs négatifs. 

Depuis o jusqu'à 200® les sinus sont toujours positifs , 
parce qu'ils sont situés d'un même côté du diamètre AB , 
depuis 200** jusqu'à 400° les sinus. sont négatifs , parce qu'iU 
sont situés de l'autre côté de ce diamètre. Soit ABN'' = x 
un arc plus grand que 200**, son sinus P'N' est égal à PM 
sinus de Tare AM z=x — 200^ ; donc on a en général 

sinxzrz — sm{x — 200**). 
Cette formule donnerait les sinus entre aoo® et 400^ au 
moyen des sinus entre o^ et 200** ; elle donne eh particulier 
sin 400° =z — sin 200*^=0; il est évident en effet que M 
«n arc est égal à la circonférence çntiere , les deux extré* 
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mités se confondent en un même point , et le sinus se réduit 
à zéro. 

Il n'est pas moins évident que , si à un arc quelconque 
AM on ajoute une ou plusieurs circonférences , on retom- 
bera exactement sur le point M ^ et l'arc ainsi augmenté 
aura le même sinus que l'arc AM ; donc si C désigne une 
circonférence entière ou "400*^ , on aura 

sin x-=isin{C'\-x)-=:isin{Q, C-j- j: )= «/i ( 3 CH-^-r ) etc. 
La même chose aurait lieu pour les cosinus , tangente , etc. 

Maintenant, quel que soit l'arc proposé .r , il est facile de 
voir que son sinus pourra toujours s'exprimer, avec un 
signe convenable , par le sinus d'un arc moindre que 100®. 
Car d'abord on peut retrancher de l'arc x autant de fois 
400*^ qu'ils peuvent y être contenus; soit le reste j, on 
aura sin xzzzsin y. Ensuite ûy est plus grand que aoo* , on 
fera / = 200° -|- z , et on aura sin y = — sin z. Tous les cas 
sont donc réduits à celui où l'arc proposé est moindre 
que îfcoo**^ et comme d'ailleurs on a sin ( 100®-+- a: ) =4- 
sin (100^-— X ) , il est clair qu'ils se réduisent ultérieurement 
au cas où l'arc proposé est entre zéro et 100**. 

XIV. Les cosinus se réduisent toujours aux sinus en vertu 
de la formule cos Azrisin ( 100®— A) ; ainsi , sachant éva- 
luer les sinus dans tous les cas possibles , on saura de même 
'évaluer les cosinus. Au reste, on voit directement parla 
figure que les cosinus négatifs sont séparés des cosinus po- 
sitifs par le diamètre DE , en sorte que tous les arcs dont 
l'exlrémité tombe à gauche de DE ont un cosinus positif, 
tandis que ceux dont l'extrémité tombe à droite ont un 
cosinus négatif. 

Ainsi de o*^ à 100° les cosinus sont positifs, de 100** à 3oo® 
ils sont négatifs, de 3oo® à 400** ils redeviennent positifs; 
et après une révolution entière, ils prennent les mêmes 
valeurs que dans la révolution précédente , car on a aussi 
cos ( 400^ -{-x)z=z cos X. 

D'après ces explications , il est aisé de voir que les sinus 
et cosinus des arcs multiples du quadrant , ont les valeurs 
suivantes : 
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sin ©• o 


sin 100^== R 


cos o®=R 


COf lOO* — 


sin 200® — 


1 


cwaoo**=:— R 


coj 3oo® — 


sin 400** 


sin 5oo® — R 


cof 400® — R 


cos 5oo** a 


sin 600^ 


sin 700* •=—R 


cof 600®= — R 


00^700** — 


sin 800® 


sin 900** =:R 


cof 800^= R 


cos 900** 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 



En général k désignant un nombre entier quelconque, on 
aura sin %k . ioo**=o , «/i ( 4A+ 1 ) . 100* = R, sin ( l^k — i ). 
100®=!-: — R, cof^a^+i ). 100*^=0, cox 4^- ioo*=R, i 
cos (4^4-a). 100**=— R. 

Ce que neus Tenons de dire des sinus et cosinus nous dis- 
pense d'entrer dans aucun détail particulier sur les tan> 
gentes , cotangentes , etc. des arcs plus grands que aoo^ ; car 
les valeurs de ces quantités sont toujours faciles à déduire 
de celles des sinus et cosinus des mêmes arcs , ainsi qu'on le 
Terra par les formules que nous allons exposer. 

i 

Théorèmes et formules concernant les sinus ^ 
cosinus, tangentes, etc. 

XV. Le sinus d'un arc est la moitié de la corde 
qui sous'tend un arc double. 

Cat le rayon CA, perpendiculaire à MN, dmse^- 
en deux parties égales la corde MN et l'arc sous* 
tendu MAN ; donc MP , sinus de Parc MA , est la 
moitié de la corde MN qui sous-tend Tare MAN, 
double de MA. 

La corde qui sous-tend la sixième partie de la 

circonférence est égale au rayon 5 donc sin 

ou sin 33^7=7R, c'est-à-dire que le sinus du tiers 
de l'angle droit est égal à la moitié du rayon. 

XVI. Le quarré du sinus d'un arc plus le quarré 
de son cosinus est égal au quarré du rayon ^ de 
sorte qu'on a en général sin ' A -Hcos * A=R ' (ï). 

(i) On désigne ici par sin* A le quaiTé de sin A , et semblable- 
ment par cos* A le quarré de cos A. 

Sept. Ed. 22 
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Cette propriété ré^t^ immëctiatemeiit dà ttiangb 

rectangle CMP, où Ton a MP+CP=CMr 
' n Vensuit qu^étant donné le ' sintiff' dHm àrc' on 
trouTera son cosinus , et vice versd, au jsfùfea des 
Jbmîules cos A=zfc V (R" — W' A), io» A==:d: 
V (R^r^cos' A). Le double signé de ces formules 
"vient de ce que le même sinus BIP répond à'deox 
arcs AM, AA', dont les cosinus CP, GP' sont égaux 
et àe signés contraires , comme le même cosinus 
CP répond. à deux arcs AM, AN dont les sinus 
MP y PK sont pareillement égaux et de signes von- 
fnûres. . 

Ainsi 9 par exemple, ayant trouvé $m SS^j-sr-H, 
e»ièû déduira cos 33^iou^î>i 66^1=== V/(a*--|R*)== 
j/-|R'=fRw^3. 

xvu. Etant donnés les sinus et cosinus de 
Vftrc A , on peut trouver les tangente, séc€uUe^ 
cotangente et cosécante du même arc au moyen 
des formules suivantes : 

. B. sin A. , . R * . "K cos k 

tang A = , sec A= -, cot A=: — r— r— , 

*^ C05 A cas A sm A 

coséc A = -; 



sin A" • 

En effet les triangles semblables CPM, CAT, CDS 
donnent les proportions : 

CP:PM::CA:ATouco5AMmA::R:/aiig^A=^^^^ 



cos A 
R' 



cos k 



CP : CM :: CA : CT ou co5 A : R :: R : séc A= 
PM:CP::CD:DSou5i/îA:co5A::R:co^A=5^^ 

smk 

PM : CM :: CD : CS ou sinK. R :: R : éo^éc A=-^ 



R' 



sink 

d'où Ton tire les quatre formulés dont il s'agit. On / • 
peut observer au reste que les deux dernières for- /- 

'il 
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mules se déduiraient des deux premières en mettant 
simplement iqû® — A au lieu de A. 

Ces formules donneront les ^valeurs et les signes 
propres des tangentes , sécantes , etc. pour tout arc 
dont on connaîtra le sinus et le cosinus; et comme 
la loi progressive des sinus et cosinus , selon les diffé- 
rents arcs auxquels ils se rapportent, a été suffisam- 
ment développée dans le chapitre précédent , il né 
reste rien à désirer sur la loi que suivent semblable- 
ment les tangentes, sécantes, etc. 

Oa peut confirmer aussi par leur moyen plusieurs résul- 
tats qui ont été déjà obtenus relativement aux tangentes ; 
fav exemple , si Ton fait A=: loo^ , on aura sin A = R , et 

R' 
cos Azro, donc tang loo^zzz — , expression qui désigne 

une quantité infinie ; car R' divisé par une quantité très- 
petite, donnerait un quotient très- grand ; donc R* divisé 
par zéro donne un quotient plus grand que toute quantité 
finie. Et parceque zéro peut être pris avec le signe -f- ou 
avec le signe*—, on aura la valeur ambiguë tang 100^ = 

zfc Qo. 

Soit encore A=aoo^ — B, on aura sin K-^zsin B, et 

cos A=: — cos B: donc tang (^00^ — B)=: - = — 

R sin B 



cof B 



'= — tang B , ce qui s'accorde avec l'art, xii. 



XVIII. Les formules de l'article précédent, com- 
binées entre elles et avec Téquation sift ' A + cos " A 
=: R \ en fournissent quelques autres qui méritent 
attention. 

On a- d'abord R * + tang* A = R * + 51f^^ 

cos* A 

= -^o7-A ' = ^^;^.àor^c^* + tang*X 

z=zséc* A, formule qui se déduirait immédiatement 
du triangle rectangle CAT; on aurait dç même, 



{ 
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par les fbrinules ou par le triangle reclan^e CDS ^ 

R* +co^* A=co5^c* A. 

Enfin , ai on multiplie' entre ellea.' lea fioi^ules 

A R #M A A R 1^^ A . . 

âonu» A=:^ r-, cot As= — r— T- , on aura $ang A 

• ' . ■ • 

^ R* 

X ooe^^ A=: R.* , formule qui donne caf A-^ ■ , 

et t0ne As — ^. On aurait de-màne' co^ B=: 

•^. Donc cor A ; <^ B :: iang B : langr A ; c'éat4-i 

dire, que les cotangentes. de deux arc$ sfnuenraison 
inverse de leurs tangentes^ 

Cette formyle cot A x umg A=:'h* ^e.dédnirait 
itaulnëdiateinent de la comparaison des triangles senir 
hhbleB GAT, GDS, lesquels donnent Aï :GA :: 
€k&;DS, ouiaiigr A:R :: R:cor A. ^ 

13X. Etant donnés lès sinus et cosinus de deux 
arcs a e^ b , on peut déterminer les sif^u et co- 
sinus de la somme ou de la diffémn/ix de ces 
arcsj au moyen des formules suivantes i 

, , V sin a cos h -f-^ sin h coi a 
sm [a + b) z=: 

/ , V sin a cos h -— sin b cos a 

Sin (a — 6)= 

cos a cos h — sin a sin b 



cos {a + b)z=z 

cos ( a — b)z=z ^ 

V J ' R 



R 

cos a cos h + sin a sin b 



1^. a. Soit le rayon AC == R , l'arc AB = à , Tare BD=i, 
et par conséquent ABD = a + h. Des pointé B et D 
abaissez BE , DF perpendiculaires sur AC ; du point 
D- menez DI perpendiculaire sur BC , enfin par \% 
point I menez IK. perpendiculaire et IL parallèle à 

AC. 

• • • 

Les triangles semblables BCE, ICK donnent les 
proportions 
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sin a cos b 



CB : CI:: BE : IK ou R : ctw * :: sin a : IK=: 
CB:GI::CE:CKouR:co5è::co5a:CK= 



R 

ca^ a cos b 



R 

Les triangles DIL, CBE, qui ont les côtes perpendi- 
culaires chacun à chacun , sont semblables et donnent 
les proportions 

CB:DI::CE:DLouR:5Wi*::co5a:DL=^^^^^^ 

GB : DI :; BE : IL ou R : sin b:: sin a : IL==; 

mais on a 

IK+DL=DF=«/î (a + *), et CK — IL=CF= 

coj (a-f-^). J)onc 

sin a cos b + sin b cos a 



sin (a + b) z=. 

cos Ça + b) :=: 

xV 



R 

cos a cos b — sin a sin b 



Il serait facile de déduire de ces deux formules les 
valeurs de sin [a — b) et de cos {a — b) ; mais on 
peut les trouver directement par la même figure. En 
effet, si on prolonge le sinus DI jusqu'à ce qu'il ren- 
contre la circonférence en M, on aura BM=BD=è, 
et Ml=:ID=:sin b. Par le point M menez MP perpen- 
diculaire et MN parallèle à AC; puisque MI=DI, on 
auia MN = IL, et INzzrDL. Mais on a IK — IN = 
MP=.sin{a—b),etCK + MN=CP=cos{a—b); 
donc 

• / , V sin a cos b — sin b cos a 
Sin (a — b) •=. — — 

, , V cos a cos b + sin a sin b. 
cos (a — a) = ^- • 

MX 

Ce sont les formules qu'il s'agissait de démontrer. 

On pourrait craindre que la démonstration précédente 
ne fut pas assez générale , parceque la figure qu'on a suivie 
suppose les arcs a el b , et même a-{-b plus petits que 
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ioo^. Mus d'abord on peut , à l'aide d'une seconde figure , 
étendre. facUément la démonstration des fonnnles du sinos 
et dn cosinus de l'arc a ^-^r au cas où a +^ serait com-' 
pris entre ioo et aoo*. Cela posé , voici comment on s'as- 
eqrera que les mêmes formules Sont yrâies pour, iontea ki 
grandeurs possibles des arcs a et h. 
. Supposons q[u'on ait constaté l'exactitude Am deux for^ 
mules 

JBicos{a-+'b)z=:cosacosb'-^sina*mbf 
pour toutes les yaleurs de a etb^ moindres^ qam les limitei 
A ef B ) je dis qu'elles auront également lieu lorsfjoe 6 étant 
encore < B, onanraa< ioo^HhA..£né{]fet, onap^ks 
propriétés démontrées 

#^ ( ioo®+in+6)=j«i(ioo^— m— &)s=foof (ni+é) 
co#(ioo®+j»H-è)=-*co*(ioo® — ntri^) ,"11 ^l/rt-^); 
mais en supposant i» < A et ^ < B, on eonnattle» Taleors 
de tin (iii-l-6) et de ci^![^m-^b) ; par ces. Tfllciiff on aura 
donc 
^ tism {loo^'^^m+byrzcosmeatb'-^si^msmh 
R cos ( loo^ -4- m-4-^)=--~ ^<^ fn cos b^r*P^ b cou nu 
Sôit ioo**-f-/?ï=zia, ou m-=:a — loo**, on aura couvre = m 
(loo^— f/7i)i=w/2 (aoo** — d)-=.sin a , sin mz=cos (loo®-^— iw) 
=ico^ ( 200® — a) = — cos a , donc 

R sin ( ^1+ ô) zn sin a cos b-{-'sin b cos a 
R cos (<? -|- 6) *= cos a cos h^^^sin a sin b» 
D'où l'on voit que ces formules qui n'étaient démontrées 
que dans les limites iz < A , 6 < B , Iç son^ maintenant 
dans des limites plus étendues a < loo^+A, 6<B. Mais, 
par la même raison, la limite de b peut être reculée de 
loo^ , et ensuite celle de a ^ ce qui peut se continuer indé- 
finiment ; donc les formules dont il s'agit ont iieu-, quelle 
que soit la grandeur des arcs a et b. On démontrerait 
la même chose de» formules qui donnent sin (a — b) el 
cos (a — b); et d'ailleurs celles-ci se déduiront facilement 
des premières. Car , suivarit ce qui précède , on à 

R sin (a — b-{^b) ^sisin (a — b) cos b-i^cos {a — b) sin b 

Rcoi («— -6+^) ssrco^ (a — b) cosb^^sin (a — ^) sin b. 



Mettant H sin a etK cos a i^u Ueu des premiers membres » 
On tirera aisément de ces denx équations 

R sin {a — è ) = sin a cos b — sin b cos a 
B. cos ( «— è) = cos a cos b -\- sin b sin (t , 

formules qpl auront ]ieu pQur toutes yaleurs de a et de b. 

XX. Si dans les formules de rarticle pr^édent on 
fait bz=za, la première et la troisième donneront 

a sin a cos a cos^ a—sin^ a 



Sin % a= 5 , CO& a a= 



R ' R 

Celles-ci serviront à trouver le sinus et le cosinus 
d'un arc double , lorsqu'on connaît le sinus et le 
cosinus de Tare simple. C'est le problème de la du- 
plication d'un arc. 

Récipi^oquement pour diviser un arc donné a en 
deux parties égales , mettons dans les mêmes for- 
mules .7 a la place de a^ nous aurons 

a sin i a cos^ a cos* 4- a — sin^ 4- « 



sm a=: -r^ ' — , cos a=: 



a 



R ' R 

Or , puisqu'on a tout à la fois cos ' 7 ^ + sin * '-a=K* 
et cos' ^ a — sin* 4- a=R cos a» il en résulte 

* a ' 

cos* ^ a=7R' +|Rco5 a et sin *{ a=:iR' ~{ Rcos a, 

donc 

sin{a=\/ (iR*_iRco5û) 
cos'-az^i/' l^R'+^Hcosa). 

Ainsi, en faisant a=|oo^, ou cos a=o , on a 
sin 5o^=cos 5oo=Vj^7R*==Rv/7; ensuite si l'on 
fait a=5oo,ce qui donne co5a= Ri/'-, on aura 
sin 25o=Rv/(7— tV^t) 1 et cos 25o==R v/(x+l^±). 

XXI. On peut aussi avoir les valeurs de sin^ a et cos\ a 
exprimées par le moyen de sin a^ ce qui sera utile dans 
beaucoup d'occasions ; ces valeurs sont : 

sin^ aziz^i/" {B.*ArRsin a) — i\/ {K* —"Ksin a) 
eos{ a = ^\/lh,* +f^sin a) + i]/^lB,* — Rsin a) 
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BneffetysionélereUipxviiiiereanqiiAtté, oa«a(rmi«t*^c 

=f (R*+R«««)+T ca^r-arâi?)— ii/(i«.«-a»««*«) 

s±-^ R*---7R çof a; o«i aurait de mém^ cof ' ^ a==:^ &*-4.f ^ 
eor a, ce qui s'accorde ayec lei yalears prëo^|4eiit6s de 
M 7 a* et co8\ a. Il faut cependant obserrer q[iie, si cota 
était négatif, le radical \/ (R*^-R sma) denait être pris 
aree un .signe contraire dans les yaleors àitsinx act cçÊ^a, 
ce qoi changerait Tune dans l'autre. 

XXII. Au moyen de ces fonnvles, il est ladle de déter- 
miner les sinus et eosiiiut de tous les dinemes du qua- 
drant. 

St d'abord èoiismvLO^rszje, ax sinra la jcorde de 4d^, ou 
lé c6té du décagone régulier inscrit; or' ce c6té est égal 
•ma pins grand segment du rayon, divisé en nibyenne et 
* S, 4. extrême raison **f donc si on fait le rayon égals x » on aura 
X l%xi: %x: X—- a«. Delàontire 4^*=i — aor^ pu«*-f-~^c=;j; 
donc ( j?-^|)'=.i-^^==^; donè «+f ==ip^5, et cnto 
xou^m ao^=:|(-mX-f.^S). 

Cette Taleur. élevée au quarré • donne tin* ao?=— ^— ; 
donc 1— ^yI>I'2o®, oncos* ao®= — . Mais cos'o — sin*a 

10 

= cos a a, donc co^ 4o® ou «/i 6o**= /^ — r± — . 

ID 4 

Maintenant , si dans les formules du n^ xxi on fait R= i , 
a=ao% et j*>i a=|(_ I +^ 5) , on en déduira 

sin io^ = |v/(3+v/5) — tV//(5— 1/5) 

Si ensuite on fait dans les mêmes formules «=6o**, et 
stn a=i ( I ^-i/S) , on aura 

sin 3o«=^v/(5+v/5)— fv/(3— 1/5) 
co^3oO=±,/(5 + i/5)-Mi/(3— 1/5). 

Avec ces valeurs et celles qu'on connait déjà de sin 5o* 
et de sin loo**, on peut former le tableau suivant : 
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sin 


_c<w 


100 = 


sût 


10'' =cos 


9o' = 


sin 


20° cos 


8o'— 


sin 


3o**=cof 


70-- 


sin 


40* cos 


60" — 


sin 


5o* — cos 


5o'— 


sin 


60"* — cos 


Ao- 


sin 


70* — cos 


3o-i= 


sin 


80* — cos 


ao*= 


sin 


90 cos 


10' = 


sin ioo'*:=zcos 


0" = 



l/(3+^/5)-.^l/(5-^^5) 

i»/(5+j/5)-i»/(3-v/'5) 
jl/(ïo — av/5) 

(i+j/5) 
T»/(5+»/5) + it/(3-i/5) 

i»V(3+»/5)+ii/C5— 1/5) 



Ces valeurs peuvent se simplifier encore, puisqu'on a 
l/(^-H/5)=Tl/^io+iv^2eti/(3-i/5)=i|/io— 4v/a; 
d'où Ton -voit qu'en regardant comme connues ^ 2 , v^ 5 et 
^ 10, il ne reste que quatre extractions de racines quarrées 
à faire pour avoir les valeurs des sinus et cosinus de tous 
les arcs multiples de 10°. 

XXIII. Nous tirerons de ces formules deux conséquences 
remarquables, i^ Puisque Oisin 40*" est la corde de 80", ouïe 
côté du pentegone régulier inscrit, ce côté =7^^(10— ^2^/5), 

10 — 21/5 



son quarré:= 



Le côté du décagone régulier 



z=:2râ2o'=^(— .i-f-|/5),son quarré=-y(6 — 2^/5); or 
•j ( 10 — 2v/'5) = i-f-^(6 — 2 \/ S). Doncla somme/aite du 
quarré du rayon ef du quarré du côté du décagone, est égale 
ÉUi quarré du pentagone régulier inscrit. 

2^ Entre les sinus des divisions décimales impaires du 
quadrant, on a cette relation 

singo^+sin 3o*+W/î 10° =:*//! So'^+sin 70*, 
et les divisions paires donnent semblablement sin 60" zr: 
sin 20*+^. Mais ces formules ne sont que des cas particu- 
liers , et on peut démontrer que or étant un arc d'un nombre 
quelconque de degrés , on a 
sin{ I oo°-<c)-fvf «î (2o'-ha:)-Hri>ï (20°— a?)=wi (6o*-^r)-f^«i (6o'-f^). 

En €5ffet , laformule sin (a+^)-t-«'>2 (a'-^b)z=z7,sinacosb, 
donne 

sin (20° +«) -|-«« (20* — a?) =71 sin 20" cosx 
sin {Ço" + x)+sin{6o'''^x):=z:2sin6o'' cosx. 



=./ 'ï 



Donc, pmtqa'on a sin 6o*— xwi ao*=-J, et eo# jr=4iM 
( ioo*-^^;) y cet âenk équations retrancbéfss l'une de rantre, 
donneront * ^ 

Formule d'où Ton tire Téquation des diyisions impaires en 
faisant â;=rio*, et qni en géniéraî peut serrir à la vérifica- 
tion. des tables de sinus. 

• .;- ■ : •■•.■■ 

* xznr. Si dans les formules^ première et troiûema 

. de l'article xxt ^ jdh faif ^=21 a/..on aura 
,- 4m^az=L s^^r .cofSazz: •_, • 

Substituant, dans cellès^d*, au. lieu dé sin %' a et 
tHïs a à y lés ^eurs troû'rëes dtos Farlikîle xz , et 
simplifiant les résultats au 'ratrjreoà de l*ëqiu(tic» 
j/Ts* a + cof a=:R, on auïa 



- 51/s 3 «=3 5m tf ■ :^ : * * .■ 






r ■« • 



" • C05 3 a= — :5- — -^ôeasom 

MX 

é 

Ces formules qui servent à la triplication des arcs, 
peuvent servir aussi à opérer leur trisection ou 
division en trois parties égales. En effet, si on fait 
sin 3 a-=zc et sin azznx, on aura pour déterminer x 
l'équation c R' =:3 R* x—^ x\ D'où Von voit que le 
problème de la trisection dé l'angle, considéré analy- 
tiquement ,. es}; du troisième degré. 

Si dans les mêmes formules de l'article xix, on 
fait successivement b=;zZ a^ b=4 ^9 ©te- î on aura 
les sinus et cosinus des arcs 4 ^^ 5 a^ etc. ; c'est*à-dixe, 
en général, les sinus et cosinus des multiples de <i. 
■ Réciproquement les formules; qui servent à la multi* 
plication des arcs, donneront les équations à i^sou- 
dre pour diviser un arc donné en parties égales^ 
c'est-à-dire, pour déterminer sin a'ou cos a, lors* 
qu'on connaît sian a et cos na^ . 
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xXT. Développons encore le» valeurs de sin 5a et cos Sa, 
et pour cela prenons les formules 

sin 3 a cos a a -{~ cos 3 a sm 7. a 



^^m^m^Êtmt^Ê^ 



sin r3€i-|-2a')=' 

^ \ '^ R 

,^ - cos 3 <i co^ a fl5 — «W 3 ^z sin 2 a 

coj (3g+ag)= ■ ■ — • 

H. 

Si on y substitue les valeurs déjà trouvées art. xx et xxiv, 
en aura , après les réductions , 

. ^ ^ . ao^wt^ « i6jz>2*a 

^tn 5 a r=: 5 sin a — H :=-; 

R* R* 

-, _, aocos^ a iGcos^a 

cos 5az=:5 cos a ^ H =:^ • 

R* R* 

D'où Ton voit que le problème de la quintisection de Tangle 
serait du cinquième degré , et ainsi des autres divisions par 
les nombres premiers 7 , 11, i3 , etc. 

XXVI. Soit proposé pour exemple de trouver la valeur 
de sin 1" approchée jusqu'à quinze décimales , ce qui peut 
être utile pour la construction àts tables de sinus. L'ex- 
pression de sin 10°, trouvée n** xxii, étant réduite en déci- 
males dans la supposition de R=i, donne sin 10°= o. 
i5643 4465o 4oa3i ; de là on tire, par là formule du n^ xxi, 
sin 5''=o. 07845 90957 27845. 

Soit maintenant sin i' = ar , il faudra , pour avoir x , 
résoudre l'équation 

i6x*-— 20^' +5 ar=r 0.07845 90957 27845. 

Si, pour abréger, on fait le second membre = c^ ou aura 
à-peu-près 5ar — 2o:t"=c, tt xz=z^c+[^{^c)^ . Or ^cz=, 
0.01569 18191 et 4(-jc)^z=:o.ooooi 5456; donc on a, pour 
première approximation, :r=::o. 01570 7275, valeur qui 
n'est en erreur que dans la huitième décimale. Pour en 
avoir une plus exacte, soit a: = 0.01570 73 +^, on aura, 
en substituant dans l'équation proposée, et négligeant le 
quarré et les autres puissances de jr^ 
6.o78459oo94a4927-|-4»9B5^oi7j=o.o78459095727845; 
d'où Ton tire j zz: 6 k 00000 00 173 118^207, et 

X ou sin i*=:o.oi570 73173 1 18207. 



y î- •:. ■ 9inp\ \^c^ "i P _ '^ "^ 
"Bi^^coi^p R tang\p 

■' R + càip'^_ côt\^p RV; 

il — casp~ R* ' ~ tion^^^p' 

XXXI. Pour dérelopper ausM quelques fonimlei 
relatives aux tangentes , considérons rexpression 

timg {a+b) s= ^^^i^yff 3 dan» ^pneUe Umitis- 

titution des videur <ïe ^ (^ + &) et iCôi (a + i), 
donnera- 

' ' li8i]^(a+^] = r '. ' V ■ . ^ 

jQt'fte a 5ii^a = * — ■ j> ^ et jw on;? -— =f— s— . 

substituant ces yaleuts et divisant ensuite iDos Un 
termes par cos ac^s b^ on aura 

C'est la valeur de la tangente de la somme de deux 
arcs, exprimée par les tangentes de chacun de ces 
arcs ; on trouverait de même pour la tangente de leur 
différence 

'tang(u-b)=:\^'^''^'^^\ 

Soit 6= a, on aura pour la duplication des arcs 
la formule , . 

d'où résulterait ^ 

R' R* 

cot2a=z =■ ^ tariffa^z^cota-^^-^ temea, 

tangia itanga . . ' ^ 

Soit & = 2 «, on aurait pour leur triplication la 
formule : , 

« R* ( tang a -f- tans *ka^ 

Ix^ "^ tang a tang Qk a 
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dans laquelle si on substitue la valeur de tang n a, 
on aura 

iangia= R>_3m/.r« 

XXXII. Le développement des formules trigonométri- 
quBs , considéré dans toute sa généralité , forme une bran- 
che importante de l'analyse , sur laquelle on peut consulter 
Texcellent ouvrage d'Ëuler , intitulé : Introduction à Vana- 
ly;se des infinis , traduit et enrichi de notes par Jean Labey. 
Nous croyons cependant devoir démontrer encore les for- 
mules qui servent à exprimer le sinus et le cosinus en fonc- 
tions de l'arc , formules dont la connaissance est supposée 
dans la note iv, et qui d'ailleurs sont nécessaires pour la 
construction des tables. 

£t d'abord supposant le rayon z=: i , ce qui n'altère pas la ' 
généralité des résultats , on a la formule cos"^ A -\-sin^ k.i=.\^ 
dont le premier membre peut être regardé comme le pro-' 
duit des deux facteurs imaginaires cos A -\-\/ — i sin A et 
cos A — l/— I sin A. Si on multiplie ensemble deux fac- 
teurs semblables cos A+v^-^ i sink.^ cos B -{-]/" — i sinB^ 
le produit sera cos A cos B — sin A sin B -f- (^sin A cos B -H 
sin B cos A)v/ — i , et il se réduit par conséquent à la forme 
cos (A-hB) H- 1/ — I sin ( A+B) , laquelle est semblable à 
cnacun des facteurs. On a donc en général 

{cosA.-H/^^sinA) {cosB-^^^''isinB)=côs(^A.+By^\^ 

et il est remarquable que la multiplication de ces sortes de 
quantités s'exécute en ajoutant seulement les arcs , ce qui 
est une propriété analogue à celle des logarithmes. On en 
conclura successivement 

(cosA-h\/-'^sinA.){cos A+i/'-^isin A) == co ^ a A-f-v^- 1 «« ^ A 
(cof A+1/-I sink) (co*a A-HV/-i^ï>i a A) =co^ 3 A+vZ-'i ^"^ ^ -^ 
{cos A+ v^-i sin A) (cos 3 A+ v/-ï«« 3 A) = cos 4 A^H/'-i sin 4 A 

etc. 
Le premier produit est égal à (cos A + y/— ^ i j/n A)% le 
second est égal à Çcos A.^]/ — i sin A») ^ j et ainsi de suite. 
Donc en général , n étant un nombre entier qtîelconque , 
on aura 

( cos A +1/"*" X ^^^ A)*t= ços n A -f-y/— isinnA, 
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De là KéftdtcTi* eii diaAgaaiit le Hgne de i^— 1 9 

' (cdf A— V/'— I /«« A)''s= cctf n A— i/'— i «m is A, 
et deces dem éqiuitÎDnftfiiii sont une suite l'une de rantre, 
. ondédQiraleiT«leaniëptréee>deii>iiiAeteof iiAySâToîr: 

simmAiiD^^caiJL^ «• A)* 

xzxin* Si pn veut exprimer les mèfam quantités en 
séries , fl'fkodm dift^elopper par là fommle da binôme 
(cas A +\/'r^ X Un A)", ce qui donnera 

.I- .1 . t.^.. 

i.»<S .i' . ■ i.a.S..4. , 

/ . . ■ i ■ 

Et oette qnân^téétanrla Takar de cos a A+V^'^"^'^ ^^* 
. on égakra séparément U partie réeUe à cofiiA^^ètla partie 
imaginaîre à^/— i winA. On anra donc 



x.i X.SI.S.4 

co/" — *A/»i*A— etc. 

smnA,zznco^ — ^AsinA — '■ — cox" 'Aji>i*A + etc. 

i.a.3 

séries dont la loi est facile à saisir , et au moyen desquelles 
* pn trouve le sinus et èe cosinus d'un arc multiple de A> 

d'une manière beaucoup plus prompte qji6 par leê opérar 
tions indiquées art. xxnr. 

xxxnr. Puisqu'on a sîn A =i cos A tang A , ces séries 
peurent se mettre sous la forme 

/ /ï./i— I n,n^i,n — n.n — 3 \ 

cùs nA:=zGùs^ Al if-.-r tang^A+- ■ ■ ' ■ ite;y A— etc. ) 

\ i.a 1.2.3.4 / 

n^fn n. /2-— I . »-2 \ 

.«/ï /ï A = cos^A ( - fa/2£' A — tang^ A + etc, ) 

\i i.a.3 y 

Soit /?=->--, on aura, en substituant cette valeur et 
A 

conservant cependant le facteur cof '* A , 
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/ ar.ar— A tang^A. jc.a:— A..r— îA.jc— 3A tane^K \ 

cosxzzxosrAÎ i— ♦— . 1 ;. — 2- ^^^ ^ 

\ i.a A* i.a.3.4 A* ^ 

n /x tangÈk. x,x — ^A.j? — lA. tang^A \ 

sin jczico/^Ai - • ' — 2; h etc. ) 

\i A 1.2.3 A' / 

Dans ces formules on peut prendre A à volonté ; supposons 

tune A 

A très-petit, alors sera très-peu différent de l'uni té j 

A 

parceque la tangente d'un arc très-petit est prescju'égale 

à Tare. Cependant , tant que Tare n'est pas nul , on a 

* r V tang A ^ , 

tang A > A ( i ) ou — > i > on a en même temps 

A .•..•=.■ 

. * r N , tang A tang A tang A \ _ 

A>^t«A(a);donc— f--<--rV,ou — f— < -, D« 

A sm A A cos A . 

_ tang A 

là on YOit que le rapport — ^ — est toujours compris eïitre 

A 

les limites i et . Soit A=:o, on aura cos A=i ; donc 

cos A 

tang A I . 
puisque est compris entre i et ^ il faudra qu'où 

1^ cos A 

' tang A 
ait exactement — - — =: i. Donc en faisant A=:o /ouaura 

A 

casa:=xos^A[ i '■ 1 5-7 ^\ g ^ -f-etc. ) 

\ 1.2 1.2.3.4 I.2.D.4*^*,v> / 

4ina:=cos^A[ x -H ■- — etc. ) 

\ 1.2.3 1.2.3.4*^ y 

Il reste à Toir ce que devient cos'^ A , lorsque A diminue 

I 

^e plus en plus , et devient enfin «éro. Or on a — -— • = 
*^ *^ ' cos^ A 

X 

^éc^ Az=zi+tang* A ; donc co^ A=( i-\'tang\ A ) % donc 
^sos^Azd^i-htang^A) *=i — tang^ AH — __^a«^*A-etc. 



(i) AT est plus grand que ÀM , parceque le triangle ATC est ia sec- £g , 
*cur ACM : : ATX ^ AC : AMX ^ AC : : AT : AM. 

(a) AM «st plus grand que MP, parceque l'arc MAN est plus grand.- 
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SubsUtuant au heu de n sa valeur-—, on aura 

A 

c<w"A=î A. — ^4 1 —^ A-. — f- etc. 

a A 2.4 A* 

Si Ton iittagine maintenant que A diminue déplus en pins, 
X restant la même ^ la valeur de cos^ A approchera de plus 

* " A 

an plus de Tunité; enfin, si Ton fait A=oet — ^ — ^:=i, 

A. 

6tl aura exactement cos^ Aziri. Donc on a les formules 



X 



cosxznz. I — \- 



1.2 1.2.3*4 i-2.'i.4«5«6 



4- etc. 



X 



swxz^x 



-—etc. 



1.2.3 1.2.3.4-^ 
par lesquelles on pourra calculer le sinus et le cosinus d*iin 
arc dont la longueur est donnée en parties du rayon pris 
pour unité. 

XXXV. Ces mêmes valeurs peuvent être exprimées d*ane 
manière succincte , par le moyen des exponentielles. Pour 
cela , il faut se rappeler que e étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est i , on a 



Z . Z' Z' 2* 

e^ = i-\ 1 1 — H 

I 1.2. 1.2.3 1.2.3.4 



-|- etc. 



Si , dans Cette formule , on fait 7, — ry/ — i, il en résultera 

4 .r* V/ — I 



^^v/— i__.i_^ . 



X 



4- 



etc. 



I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4*5 r 

On aurait semblablement en changeant le signe de \/ — i, 



-X\/ T 



x\/ — I x^ x^\/ — I 



X 



.r*\/ — I 



I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

De là on tire 
^*^— x^^— :trv/^i 



— etc. 



X 



X 



= 1 h 



1.2 1.2.3.4 



— etc. 



^.T\/ 1 ^ XV^ 1 



X 



X 



:x 



— etc. 



2\/ — I 1.2.3 1.2.3.4.5 

séries dont les seconds membres sont les valeurs trouvée» 
pour cos X et sin x. Donc on a 
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_ c^^— ' + i?—*^-'* _^ ^^--' 



xV — ♦ 



isos X =: y sm x :=: ■ -. » 

d'où l'on tire — ^- — =\/— i . =v/— i tangx. 



formule dont on a fait usage 9 note iv. 

Les mêmes formules donnent e**^ — »=cof j?+v/— i «Viar, 
« ^v^— ï:=zco* jr— v^ — \sinx\ donc, en divisant Tune 

,, «:kv^— t cos x-\-\/ — I sin X 

par 1 autre , on aura e** ^ = : — = 

cos j:— v^ ■^-' t *"* ^ 

i+V/ — ï tangx 

^ , ou en prenant les logarithmes de chaque 

I — Y/ — I tangx 



/i + v/— I tang x\ 

membre, 'kxy/ — i=:log. ( ]• Mais 

\ I — v/— I tang x/ 

M /i + A 2 , îi < 

sait que^og. l ]="- 1 - -3 1-5 



on 



az-h- z^ +-z*+etc. j mettant 
3 5 

donc v/ — I tang x au lieu de J5, et divisant de part et 
d'autre par 2 v/ -^ — 1 9 on aura 

.x-^ztangx — jtang^ x+^ tnng^x — jtang'' x-}- etc. 
Formule très-simple qui sert à calculer l'arc par sa tan- 
gente , lorsque celle-ci est plus petite que l'unité. 

xxxvi. Pour appliquer les formules précédentes à la 

me détermination du 'sinus et du cosinus d'un arc donné en 

degrés et parties de degré , il faut avoip la longueur de cet 

"* arc exprimée, en parties du rayon , ou ce qui revient au 

^ môme, il faut avoir- le rapport de cet arc au rayon. Or,. le 

rayon étant 1 , la demi - circonférence ou î'arc de 200* 

:2= 3. 14159 ft(5535 897932. Soit ee n(Anbre=:iry la 16n« 

^^iieur de l'arc — - . 1 00** sera — • — ; donc si on lait dans le» 



m. -TC 



-ftDrmules précédentes- a: =1: — t-.— , qu'ensuite on remette 

£.i«a valeur dé ic^ et qif'an calcule les coefficients jasqu'à Mis*» 
^^cimales, on aura les formules suivantes: 
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•1.57079 63a67 948966 
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m 



n 



.64596 40975 062463 

-f-0.07969 ^^T,^*^ 461670- 
—0.00468 I7541 353187 

-H>*oooi6 0441Ï 847874 



m. 



n 

m' 
m9 



m 



1 1 



.00000 35988 4^!i352 — — 



n 
m 



1 3 



-f-0.00000 00569 a 1729!!—^ 



n 
m 



xS 



cos 



(-^.tOoo)= 



1. 00000 00000 000000 

— 1. 23370 o55oi 361698 ; 

4-o.a5366 95079 010480 
.02086 34807 63353o 



+0.00091 92602*748394- 



m 

n 
m 

n 
m 

n 
m 

n 



m 



.00002 52020 433731 — 
+0.00000 04710 074770— 



—0.00000 00006 688o35 — ;■ 



n 
m 



» 7 



-f-0.00000 00000 060669 — p- 



—0.00000 00000 000438- 



m 



» 9 



n 



4-o.ooaoo 00000 000000- 



m 



> 9 



1 1 



n 



i. i 



.00000 ooo63 866o3 



m" 



m' 



+0.00000 oôooo 656596— 



n 
m" 



— 0.00000 00000 oo52q4 — - 
+0.00000 00000 000034 — 



Les ^inus et cosinus des arcs depuis zéro jttsqu*à 5o*, 
comprennent les sinus et cosinus des arcs depuis 5o** jusqu'à ,' 
100**; car on a «w (5o'*+2)=ico^ (So**— z) et cos (5o°+s)=: 
sin ( 5o° — z). Donc, dans les formules qui donnent les 

, , . /w m ^ 

valeurs de sin — 100 et cos — 100 , on pourra toujours 

n n 

1^ , . 

supposer « — •<t> ^^ sorte qu€ les séries seront tellement 
n 

convergentes , qu'il n'en faudra jamais calculer qu'un petit 
nombre de termes , sur- tout si on n'a pas besoin de beau- 
coup de décimales. 
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^, ^ . m I a 3 4 5 

Si on fait successivement — =' — , "— > "~ ? ""r j "^ » on 

trouvera les résultats suivants : 

sùi lo** = cos 90**= o. i5643 44^50 4oa3i 
sm ao° = co^ 80^ == o. 8090 1 69943 74947 
sîn 3o® == cos 70° = o. 45399 04997 39547 
sin 40® = cos 60® =: o. 58778 SîÔaa 92473 
«« 5o** = cos 5o^ =: 0.70710 6781 1 86548 
sin 60^ = cos 40^ = o. 80901 69943 74947 
sin 70® = cos 3o** = o. 89100 6524i 88368 
sin 80® = cos 20° =: o. 95ho5 65i62 g^vSîi 
sin 90^ = cos 10*» = o. 98768 834o5 95i38 
sin 100** = co^ 0° =: i . 00000 00000 00000 

lesquels s'accordent avec les formules algébriques dtfn** a*. 

On trouvera pareillement , en faisant ^- = — , la même 

'^ n 100 

valeur de sîn i*, qu'on a trouvée n* 26 ; et la grahdé facilité 
avec laquelle on parvient à ces résultats , est une preuve de 
l'excellence de la méthode. 



I ' ' iii. 



De la construction des tables de sinus. • 

xxxvu. Leâ savants utiles à qui on doit la première cons- 
truction des iables. de sinus , ont fondé leurs calculs "Sur def 
méthodes >in^nîeuses , mais dont Tapplication était fort 
pénible. L'analyse a fourni depuis des méthodes beaucoi:^p 
plus expéditives pour remplir cet objet ; mais les calculs 
étant déjà faits y ces méthodes seraient restée/» sans. appli- 
cation , si l'établissement du système métrique n'eût fourni 
l'occasion de calculer de nouvelles tables conformes à la 
division décimale du cercle. 

Pour donner une idée des méthodes qu'on peut suivre 
dans la construction des tables , supposons qu'il s'agisse de 
calculer les sinus de tous les arcs de minute en minute , 
depuis I minute jusqu'à loooo minutes ou 100 degrés; nous 
ferons le rayon=i , l'arc d'une minute = a^ et d'abord il 
faudra trouver le sinus et le cosinus de Tare a avec un 
grand degré d'approximation. * 

Le rayon étant i , on sait que la demi-circonférence ou 
l'arc de 2oo''=3. 14159 26535 897932; divisant ce nombre 
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l>ar2pooo,onararcde i ' oua=:o.oooi 5 7079^326794896^, 
valfûf exacte jusque dans la ^inglieme di'cimale. Quand un 
arc est très-petit, son sinus -est sensiblement égal à l'arc, 
ainsi on a à très-peu prés sin axzo.oooiS 70796 32679 
/|8()66. Mais cette valeur est déjà en erreur à la treizième 
décimale , laquelle n'est que le dixième chiffre significatif. 
Pour en i(Tpir une plus exacte , le moyen le plu» simple est 
de recourir aux formules de Fart. 36 , dans lesquelles , si ou 

fait— -=>-^ , on aura immédiatement , par les deux oo 

n i.oooo 

trois p^eiHiers termes ie chaque série , 

. ,^1/2 a=:o.oooi5. 70796 3ao33 5a5563 . 
. c^ a:;:; 0.99999 .998:76 62994 ^2400 5a53 
Taleiir) exa^^es jusqu'à la vingtième décimale ppur le sinus ^ 
et jusqu'à la vingt-quatrième pour le cosinus, 
'' kïtviit, p^nnaisçaiit le'sirius et le cosinus de Tare d'une 
minute désigné par a^ pour en déduire successivement le» 
finus de tous les arcs multiples de a . on fera dans les for- 
mules de l'art. ^^^p^=:x-\-a , qz^x^^^a, La première et la 
troisième donneront par cette substitution, et en faisant 
toujours JVspi , 

sin ( .r -|- û ) z= 2 cas a sin x -— sin ( .r — û ) 
cos ( jr -|- rt ) zii 2 cas a cas .v — cos ( .r — -a^ 
ïl i'ésulte de ces formules que si on a une suîte d'arcs en 
progression arithmétique, dont la différence. soit a, Icnrs 
sinus formeront une suite récurrente dont Téchelle de 
relation est a cos a, — i, c'est-à-dire, que deux sinus 
consécutifs A et B étant calculés , on trouvera le suivant C, 
en multipliant B par 1 cos a , A par — i , et ajoutant les 
deux'prodùîf s , ce qui donnera C = iîi cos a — A. Les co- 
sinvis des mémos arcs formeront éj^alemene une suite récur- 
rente dont l'échelle de relation est 2 cos a , — i : on aura 
donc successivement , 
sin o znz o 
sin a zn sin a 
sin ^y.azzr.'i. cos a sin a 
nn "^a zn 2 cos a sin la^^si^ a 
sin l\az=ii cos a sin '\a^sin ia 
sin 5<2 :z=: 2 cos a sin l\0"^sin 3a 
etc. 



cos -n 


I 




cos a 


: ros a 




cos o.a 


1 cos a cos a-^ 


I 


cos Srt 


2 cos a cos la- 


^cosa 


cos l^a . 


2 cos a cos 3a 


^cosia 


cos 5/7 


2 cos a cos l\a 


-^cosh 


etc. 




1 
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XXXIX. Il ne s'agit plus que d'exécuter les opérations in* 
^quées , en substituant les valeurs de sin a et cos a. Si on 
veut construire des tables de sinus a^ec 19 décimales , il 
suffira de prendre les valeur$ d< sin a et cos a approchées 
jusqu'à 16 décimales ^ savoir : 

^//t i»2!=:o.oool5 70796 3ao335 
co*tf= 0.99999 99876 629945 

mais comme cojp à diffère très-peu de l'unité, il ya un moyen 
d'abréylationdont il faut profiter. Soit X == a ( i -^cos a)^=. 
o . 00000 00246 740110 , on aura a cos azu a — k , ce qui 
donnera, / 

sin (jf-|-<j) — sin j?=a.fi>ïaî-— (a?-^a) — it sinx 
cos(^x~\-a^ — cojj7=rco*a?— (ar-^a) — i^eOif .r 

Pour avoir le terme sin (a:+a) il suffit d'ajouter au terme 
précédent sin ai la différence sin (^x-^a) — sin x , laquelle 
sera toujours très-petite : or cette différence est, suiVant 
la formule, égale à une différence semblable déjà calculée 
sin X — sin (;z: — - a ) ,moins le produit àenin x par le. nombre 
constant i(. Cette multiplication est donc la seule opération 
un peu longue qu'on ait à faire pour déduire un sinus des 
deux précédents ; mais il faut observer i^ que l'on n^a be- 
soin de connaître le produit que jusqu'à la seizième déci- 
male , ce^qui donnera fort peu de chiffres à calculer; a^ que 
ces multiplications peuvent être abrégées beaucoup en for- 
mant d'avance les produits du nombre constant a 467491 10 
par I , a , 3 jusqu^à 9 ; car , par ce moyen ^ on aura immé- 
diatement les produits partiels qui résultent des différents 
chiffres du multiplicateur sin x ^.et il ne restera plus qu'à 
faire l'addition de ces produits*, en se bornant toujours à 
la seizième décimale. 

Les mêmes procédés devront être suivis dans le calcul des 
cosinus ; et , lorsqu'on aura prolongé l'unç et l'aïf tre séries 
jusqu'à 5o°,la table sera con^pletç. 

XL. Il est nécessaire , nous le répétons , de calculer les 
sinus avec 16 décimales, c'est-à-dire avec cinq ou six dé- 
cimales de plus qu'on n'en veut avoir réellement , afin 
d'être assuré que les erreurs , qui x>euvent se multiplier 
dans le cours de 5ooo opérations , n'influeront cependant 
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pas sur la dixième décimale des derniers résultats. Le calcul 
ïait , on retràncliera les décimales superflues et on ne con- 
seryera dans la table que dix décimales. 

Au reste , quand il s'agit d'exécuter tant de calerais , on 
doit chercher à vérifier les résultats aussi souvent qu'A est 
possible. Dans l'exemple que nous avons apporté d'une 
table calculée de minute en minute , il serait nécessaire de 
calculer préalablement les sinus et cosinus de degré en de- 
gré , ce qui fera , de loo termes en loo termes , une vérifi- 
cation très-utile. Or , pour calculer les sinus de degré en 
degré , on a les formules et les valeurs qui suivent : 

sin (ar+i**) — sin.T'i^zsin x^^sin^x — i")-— A j«f jr 

c(w(a:-|-i°) — cof j;==:coya: — coj(a?— 1°)— ^ccwjf 

sin 1° = 0.01570 73173 ii8ao 676 

cos i**:;! 0.99987 663^4 81660 699 

A=:a(i — cof i°)==o; 00024 67350 36678802 

Les sinus calculés de degré en degré se vérifieront eux* 
mêmes de dix en dix par les valeurs déjà connues de sîn 10*) 
sin 90**, etc. Enfin lorsque la table entière est construite, 
on peut encore la vérifier de tant de manières qu'on voudra 
par l'équation 

sin(l 06"— jr)-f-5i/2(2 o**— .r) -f-^/zz (2 o'*-h.^)=^/w(6o— :r)-l-^i/2(6o°+J") • 

xLi. Les sinus, tels qu'ils résultent des calculs que nous 
venons d'indiquer , sont exprimés en parties du rayon , et 
on les appelle sinus naturels ; mais on a reconnu dans la 
pratique, qu'il y a beaucoup d'avantage à se servir des loga- 
rithmes des^inus , au lieu des sinus eux-mêmes; en consé- 
quence la plupart des tables ne contiennent point les sinus 
naturels, mais seulement leurs logarithmes. On conçoit que 
les sinus étant calculés , il a été facile d'en trouver les loga- 
rithmes; mais comme la supposition du rayon zz: i rendrait 
négatifs tous les logarithmes des sinus, on a préféré de. 
prendre le rayon =1 1 0000000000, c'est-à-dire, qu'on a mul- 
tiplié par 1 0000000000 tous les sinus trouvés dans la sup- 
position du rayon= I. Par ce moyen le rayon ou sinus de 
100**, qui se rencontre fréquemment dans les calculs, a 
pour logarithme 10 unités, et il faudrait que les angles 
fussent beaucoup plus petits qu'on ne les rencontre dans la 
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pratique, pour que leurs sinus eussent des logarithmes 
négatifs. 

Les logarithmes des sinus étant trouvés , on en déduit 

très-aiséilaent les logarithmes des tangentes par de simples 

R sin .T 
soustractions: car, puisqu'on a tangxzn < ■, il s ensuit 

. COS .T 

log. tangxz::iiti~\-log: sin x — log, cos x. Quant aux loga- 
rithmes des sécantes^ ils se trouveraient -d'une manière 

• R' 

encore plus simple, à Taide de l'équation sec, x:=z . 

• . cos X 

Cestjparcequ'on peut y suppléer si facilement qu'on n'in- 
sère dans les tables que les logarithmes des sinus et ceux des 
tangentes. 

Il resterait à expliquer l'espèce d'interpolation dont on 
se sert , soit pour trouver les logarithmes des sîijus et tan-r 
j^entes des arcs qui contiennent des fractions de minute, 
soit pour trouver l'arc qui répond à un logarithme donné 
de sinus ou de tangente , lorsque ce logarithme tombe entre 
deux logarithmes des tables. Mais pour ces détails on ne 
peut mieux faire que de consulter l'explication dont les 
tables sont toujours accompagnées. : 

I 

Principes jpour la résolution des triangles 

rectilignes. 

xLii. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est au sinus cTun dès angles aigus ^ comme l'hy- 
poténuse est au c^té opposé à cet angle. 

Soit ABC le triangle proposé rectangle en A; du fig.^. 
point C, comme centre, et du rayon CD, ëgal au 
rayon des tables, décrivez Tare DE qui sera la me- 
sure de Tangle C ; abaissez sur CD la perpendiculaire 
EF qui sera le sinus de l'angle C. Les triangles CBA, 
CEF sont semblables et donnent la proportion CE : 
EF::CB:BAj donc 

.R:^/»C::BC:BA. 
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xLiir. Dans tout triangle rectangle le rayon 
est à la tangente d'un des angles aigus j comme 
le côté adjacent à cet angle est au côté ppposé. 

Ayant décrit l'arc DE, comme dans l'article pré- 
cédent , élevez sur CD la perpendiculaire DG qui 
sera la tangente de l'angle C. Par les triangles sem- 
blablefs CDG^, ÇAB , on aura la proportion CD : DG 
:::CA : AB; donc 

R : ^a/î^ C :: CA : AB. 

XLiv. Dans un triangle rectiligne quelconque 

les sinus des angles sont comme les côtés opposés. 

fig. 4. Soit ABC le triangle proposé , AD la perpendicu- 

culaire abaissée du sommet A , sur le côté opposé BC, 

il pourra* arriver deux cas ; 

1° Si la perpendiculaire tombe au - dedans du 
triangle ABC , les triangles rectangles ABD y ACD 
donneront ^ suivant l'ai^t. xlii , 

ViisinC :: AC:AD 
R r^mB :: AB:AD. 
Dans ces deux proportions , les extrêmes étant 
égaux , on pourra , avec les moyens ,. faire la pro- 
portion 

sin C : sîn B : : AB : AC. 

2° Si la perpendiculaire tombe hors du triangle 
ABC, les triangles rectangles ABD, ACD donne- 
ront encore les proportions 

Risin C :: AC : AD 

R: sin ABD :: AB:AD: 

d'où l'on déduit si/i C : sin ABD :: AB: AC. Mais 

l'angle ABD est supplément de ABC ou B ; donc 

sin ABD =: sin B; donc on a encore 

sin C : sin B :: AB : AC. 

xLv. Dans tout triangle rectiligne ^ le cosinus d'un 
angle est au rayon , comme la somme des quarrés des 
cotes qui comprennent cet angle moins le qnarri 
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dik troisième côté , est au doubla rectangle des 
deudb premiers côtés ; c^est - à - dire qu^on a : 

coj B : R :: ÂB + BC— AC*: 2 AB X BC , ou cas B = 
ÂB+BC— ÂC" 



R X 



a AB X BC 



Soit encore abaissée du sommet A , la perpendiculaire fig. 4. 
AD sur le côté BÇ : 

I** Si celte perpendiculaire tombe àu-dedans du trian- 
gle, on aura* AC = Ab'-+tBC — a BÇ X 3I> >■ donc BD *ia. 3. 

AB-f-BC — AC _;^ , . , , 

= — --. Mai» dans le triangle rectangle ABD, 

on a R : sin BaD :: AB : BD ; d'ailleurs l'angle BAD étant 
complément de B , on a sin BAD =:: cof B ; donc cos B 

=z ■ ^ , ou en substituant la valeur de BD , 
AB 

AB -+. BCV AC 

COf B = R X 7-r çr-; • 

aABxÇC 

a^ Si la perpendiculaire tombe au-dehors du triangle ^ fig. 5. 
on aura AC*=AB-f;BÇ+a BC X BD*; donc BD *i3.3. 

ÂC — AB — BC* 

= -^ » : — . Mai3 dans le triangle rectangle BAD , 

on a toujours sin BAD • oh co^ ABD =; — -. , et 

AB 

l'angle ABD , étant supplément «Le ABC* ou B , on a * co^ B * ", 

R XBD 
=— ciw ABD =— — ---^ — i dOne en substituant la valeur 

AB 

de BD 9 on aura encore 

^ "^ AB + BC*— Ac' 
CQS Bsi^iR X rrz ' ^ ■ > > 

aABxBC 

xLTi. Soient A, B, C, les trois angles d'un triangle 
rectangle ; a y b ^ c , les côtés qui leur sont respec- 
tiTement opposés , on aura , suivant cette, dernière 
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. . ' -^ a* +c* — b^ ^ . 

proposition , cas B = R. Le même principe 

étant appliqué à chacun des deux autres angles , don- 



b' -\-c'—a 



.a ^a 



nera semblâblement cos A = R. ' , cos C 

% b c 

a^ ^b^ — c* 

= R« 7 • 

2 a 6 

Ces trois formules suffisent seules pour résoudre tons 
les problèmes de la trigonométrie rectiligne ; car étant 
données trois des six quantités A,B,C9 a, b , c, on a par 
ces formules les équations nécessaires pour déterminer les 
trois autres. Il faut par conséquent que les principes déjà 
exposés , et ceux qu'on pourrait leur ajouter , ne soient 
qu'une conséquence de ces trois formules principales. 

En effet , la valeur de cos B donne ' 
sm* B=:R' — cos* b±=:R*. ^ -^= 

( 2a* *' 4-aa' c^+^b* c^-^a^ — é* — c*); donc 

.««B R , . 

---= r-v/(2«' b'-\-ia* c' + 2b*c*^a^—b*—c*\ 

' b 1 abc ' 

Le second membre étant une fonction de a y b, c, dans 

laquelle ces trois lettres entrent toutes également, il est 

clair qu'on peut faire la permutation de deux de ces lettres 

, ^, . , . . ^//zB sinK sinC 

^a volonté, et qu ainsi on aura zz : - zn ■ , ce qui 

bac 

est le principe du n^ 44. Et de celui-ci se déduiraient 

facilement les principes d^ n»» 42 et 43. 

XL VII. Dans tout triangle rectiligne la somme 
de deux côtés est à leur différence, comme la 
tangente de là denii-somme des angles opposés 
à ces côtés y est à la tangente de la demi-diffè' 
rence de ces mêmes angles. 

fig.4et). Car de la proportion AB : AC :: sin C : sin B, on 
tire AC 4- AB : AC— AB ; : sin B 4- 5wi C : sin B — sin C. 
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Mais, d'après les formules de l'art, xxsx, on a 

B+C B— C 
sin "Q+sin C : sin^ — sin C :: tang : tang j 

donc 

B+C B— C 
AC+AB : AC— AB :: tang : tang ; 

ce qui est le principe énoncé. 

Avec ce petit nombre de principes , on est en 
état de résoudre . tous les cas de la trigonométrie 
rectiligne. 

Résolution des triangles rectangles. 

XLvni. Soit A l'angle droit d'un triangle rectan- 
gle proposé, B et C les deux autres angles; soit a 
l'hypoténuse, b le côté opposé à l'angle B , et c le 
côté opposé à l'angle C. Il faudra se rappeler que 
les deux angles B et C sont compléments l'un de 
l'autre , et ' qu'ainsi , suivant les différents cas , on 
peut prendre sin Cz=zcos B, sin B=co5 C, et pareil- 
lement tang B=co^ C, tang C=cof B..Cela posé, 
les différents problêmes qu'on peut avoir à résoudre 
sur les triangles rectangles se réduiront toujours aux 
quatre cas suivants. 

PREMIER GJlS. 

XLTX. Etant donnés Fh^ypoténuse a et un côté 
b , trouver le troisième côté et les deux angles 
aigus. 

Pour déterminer l'angle B, on a la proportion* *xr.u. 
a : fr :: ,R : sin B. Connaissant l'angle B, on connaîtra 
en même temps son complément ioo<> — B=: C; on 
pourrait aussi avoir C directement paîr la proportion 
aib ii'R.i cos C. . 

Quant au troisième côté c^ il peut se trouver de 
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deux manierez. Après avoir trouvé Fangle B , on 
*xLni. peut faire la proportion* R : cot B :: i : c, qui don- 
Nïiera la valeur de c; ou bien on peut tirer directe- 
ment la valeur de c, de l'équation c*=a' — b* qui 
donne c=i\/ (a* — b*) , et par conséquent 

logc=.\log{a + b) -\-^log{a — b). 

DEUXIEME CAS* 

L. Etant donnes les deux câfésh etcde r angle 
droit j trouver V hypoténuse a et les angles. 

•xLrir. On aura l'angle B par la proportion* c : A :: R: 
ttmg B. Ensuite on aura C=ioo^— B. On trouve- 
rait aussi C directement par la proportion & : c :: 
R : tang C. 

Connaissant l'angle B , on trouvera l'hypoténuse 
par la proportion sin B : R :: b \ a; o\x bien on peut 
avoir a directement par l'équation û= v/^ (&* +^*)> 
mais cette expression, dans laquelle b* -{-c^ ne peut 
se décomposer en facteurs, est peu commode pour 
le calcul logarithmique. 
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Li. Etant donnés l'hypoténuse a et un angle 
B , trouver les deux autres cotés b et c. 

On fera les proportions R : sin B :: a : i, R : C05B ::'■ 
a:c, lesquelles donneront les valeurs de b et c. Quant 
à l'angle C , il est égal au complément de B. 

QUATRIEME CAlS, 

LU. Etant donné un côté h de V angle droit, 
avec Vun des angles aigus ^ trouver V hypoténuse 
et Vautre côté. 

Connaissant l'un des angles aigus on connaîtra 
l'autre, ainsi on peut supposer connus le côté b^ et 
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Tangle opposé B. Ensuite pour déterminer aet c, on 
aura les proportions . 

^i>ï B : R :: b:a,'R: cotB :: A : c. 

Résolution des triangles rectilighes en 

général. 

Soient A, B, C, les trois angles d^uii triangle rectiligne 
proposé, et soient a*, fr, c, les côtés qui leur sont res- 
pectivement opposés : les différents problème^ qui 
peuvent avoir lieu pour déterminer trois de ces quan- 
tités par le moyen des trois autres , se réduiront tou- 
jours aux quatre cas suivants. 
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LUI. Etant donnés le côté a et deux des anglèà 
du triangle j trouver les deux autres côtés h etc. 
Les deux angles connus feront connaître le troi- 
sième , ensuite on trouvera les deux côtés b tic par 
les proportions*, ♦ 

sin A : sin ^ \\ a \ b. 
sinA : sirtC :: a : c. 



ZXIT. 



DEUXIEME CJlS, 



Liv. Etant donnés les deux côtés SiCtb, avec 
V angle A opposé àVun de ces côtés y trouver le 
troisième côté o^t les deux autres angles B et C. 

Oh trouvera d'al>or4 l'angle B par la proportion 

a i b \: sinA.: sinB. 

Soit M Tangle aigu dont le simis = -i^^ , on 

pourra, d'après Ja valeur, de ^£^ B, prendre ou B=z M 
ou B=200° — ]Vr. Mais ces deux solutions n'auront 
lieu qu'autant qu'on aura à la fois l'angle A aigu et 
t>a. Si l'angle A est obtus , B ne saurait l'être , 
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ainsi il n^y aura qu'une solution ; et si A étant aigu 
on ai b < a, il n'y aura non plus qu'une solution, 
parce qu'alors on a M < A , et qu'en faisant B = 
f^OQO — M , on aurait A -h B > 200<> , ce qui ne peut 
avoir lieu. 

Connaissant les angles A et B , on en conclura le 
troisième G. Ensuite on aura le troisième côté c par 
la proportion 

sin A : sin C :: a : c. 

m 

On peut aussi déduire c directement de Téquation 

b*-{-c*—a^ ., bcosa ^ f b* sin' A\ 

z=i .qui donne c=: — hv/l a — — — • 

a6c '^ R ~ V H' J 

Mais cette valeur ne peut se calculer par logarithmes qu'au 

moyen d'un angle auxiliaire M ou B , ce qui rentre dans 

la solution précédente. 

TROISIEME CILS. 

Lv. Etant donnés deux côtés a e^b avec l'angle 
compris C , trouver les deux autres angles A et 
B et le troisième coté c. 

Connaissant l'angle C , on connaîtra la somme des 
deux autres angles A + B = 200° — C et leur demi- 
somme 7 (A+ B) = ioo<> — -^C. Ensuite on calculera 
la demi-différence de ces mêmes angles par la pro- 
* XL VII. portion * 

a-\-b : a — b : : tang"- ( A + B) ou cot\ C ; tang^ (A — B) 
où l'on suppose a > ^ et par conséquent A > B. 

Ayant trouvé la demi-différence 7 (A — B), si on 
l'ajoute à la demi-somme ~ (A + B) , on aura le plus 
grand angle A; si au contraire on retranche la demi- 
différence de la demi-somme, on aura le plus petit 
angle B. Car, A et B étant deux quantités quelcon- 
ques, on a toujours 

Ar=i(A + B)+|(A — B) 
B = HA + B)-|(A-B). 
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Les angles ^ et B étant connus , pour avoir le troi- 
sième côté Cj on fera la proportion 

sin A : sin G :: a : c. 

liYi. n arrive souvent dans les calculs trigonométriques 
que deux côtés aet b sont connus par leurs logarithmes ; 
alors pour ne pas être obligé de chercher les deux nombres 
correspondants , on cherchera seulement Tangle ^ par la 
proportion biai: R : tangt^. L'angle ^ sera plus grand qu<^ 
5o^ , puisqu'on suppose a>b\ retranchant donc So*' de ^^ 
on fera la proportion R : tang ( ^ — 5o^ ) :: cot\^ C : tang 
•^( A— B), d'où Ton déterminera comme ci-dessus la valeur 
de y(A — B), et ensuite celles des deux angles A et B» 

Cette solution est fondée sur ce que tang (o-~5o^ ) = 

K^ tangin — R* ^«7^5o*. «R ►. « « 

2JL.J ^ , cettaTtg^zzz ctfa/z^5o® = R; 

R* -{-tang ç tangSo^ b 

"jXîa — b) 

^onc tangij^ — 5o°)= > donc «4-^: a — b :: R: 

a-\-b 

tang{t^ — 5o®) :: cof4C:Éa/f^^(A— B). 

Quant au troisième côté c , il peut se trouver directe- 

. cosC a*+b^—c^ , 

jDient par léquation = , qui donne c= 

R ^ ab 

iX { «M-^ ' — ). Mais cette valeur n est pas com- 
mode à calculer par logarithmes , à moins que les nombres 
qui représentent a y 6, et cos C , ne. soient très>simples. . 

Il est à remarquer que la valeur de c peut aussi se mettre 
sous ces deux formes : cm 

^e qui se vérifie aisément au moyen des formules sin^\ C= 

-L R>_iR cof C, cof'^C=TR*+7R <^os C. Ces valeurs 

seront particulièrement utiles , lorsque Tangle C étant très- 

^etit , ainsi que a — b , on Voudra calculer c avec beaucoup 

Wle précisioa. La dernière fait voir que c serait l'hypoténuse 

sin ^ C 
^'un triangle rectangle formé sur les côtés (a 4-^) — ^— 

R 
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et (g— o) ■ ■■ j et c est ce qu on peut aussi trouTer par 

une construction, fort simple. 
^, 6. Soit CAB le triangle proposé dans lequel on connaît les 
deux côlés CB=ûf , CA=:i, et l'angle compris C. Du point 
C comme centre et du rayon CB égal au plus gramd des deux 
côtés donnés , décrivez une circonférence qui rencontre en 
P et £ le côté CA prolongé , joignez BD, B£, et menez AF 
perpendiculaire à BD. L*angle DBE inscrit dans la demi- 
çirconférence sera un angle droit , ainsi les lignes AF , B£ 
seront parallèles, et on aura la proportion BF : A£ :: DF: 
AD ::co^ D:R. On aura aussi dans le triangle rectangle 
DAF, AF : DA :: sin D : R. Substituant donc les Taleors 
DA=DC4-CA=a+6, AE=CE— CAs=ra— ^, D=tC* 
on aura 

R * R * 

Donc en effet le troisième côté AB du triangle proposé 
est l'hypoténuse du triangle rectangle ABF, dont les c^téi 

•ont (n + o) — rr — et (a — b) — - — . Si dans ce même 

R R 

triangle on cherche Tangle ABF opposé au côté AF, et 
qu'on en retranche l'angle CBD^z^C, on aura l'angle B 
. du triangle ABC. De-là on voit que la résolution du trian- 
gle ABC , dans lequel on connaît les deux côtés a etbfX 
Tangle compris C , se réduit immédiatement à celle da | [ 
triangle rectangle ABF , dans lequel on connaît les deuï ■ 3 

côtés de l'angle droit , savoir : AF =(« + &) i — et 

R 

cos - c 
BF=:(a — ^). — -^ — . Ainsi, par cette construction, os 

R 

pourrait se passer de la proposition du n** 47. - 

QUATRIEME CAS. 

fa 

LVii. Etant donnés les trois côtés a , b, c , troit |dc 
ver les trois angles A , B , C. 

L'angle A , oppose au côté a ^ se trouve par la for- 
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mule C05 Ar^R. ^-^ — > et on déterminera sem- 

:t bc 

blablement les deux autres angles. Mais on peut ré- 
souck^ ce même cas par une formule plus commode 
pour le calcul logarithmique. 

Si on se rappelle la formule R* '— R cos A =;; 
â 5m* 7 A 9 et qu'on y substitue la valeur de 

cos A, on aura 2 sm - A=R . ; =; 

a bc 

% bc ^bc 
sin^Az=R.^ (^ — ' à^ iy Soit, pour 

abréger, 7. («H- 1 -4-0)==/?, ou a+b + cz=zap, on 
aura a-1-6 —•£;.= 2)7 — :ic,a — b+cz=:!ip — 2 &;dQn6 



«» i A=R v/ (^^=4^^=^). 

Formule qui donne aussi la proportion 

bc:{p—b){p—c)::K':sm*\A 

^ ipii est facile à calculer par logarithmes* Con- 
naissant le logarithnie de sin 7 A, on connaîtra 7 A 
dont le double sera l'angle cherché A* On pourra 
Caire de même par rapport à chacun des deux autres 
angles B et CL 

n y a d'aatres formules également propres à résou* 
dre la questîoiu Et d'abord la formule R* + R cd^ A = 

. , ^b^+c^ + 'kàb — a* _ 

a cay*^Adonnecof*^A=R' — — — ~ =R». 

46c 

(, + .). -..^^,(.+c-.)(^+c+.)^^^^ 
4 bc 4 bc 

faisant toujours 0+^+^=2/' > on a ^+<?''"-a=^i''— si^/ 
donc 

a4- 
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Cette valeur étant ensuite combinée avec celle de sin \ h, 

donnera une autre formule , car ayant tang-Kz:^ -, 

cof-jA 

pn en tire 

\ p.p^a J 

Exemples de la résolution des triangles 

rectilignes. 

léViu. Exemple I, Supposons qu'on veuille avoir 
la hauteur d'un édifice ÂB , dont le pied est ac- 
cessible, 
fig. 7. Ayant mesuré sui* le terrain , supposé à-peu-près 
de niveau, une base AD qui ne soit ni très-grande ni 
très-petite par rapport à la hauteur AB, on placera 
en D le pied du cercle ou de Finstrument quelconque 
avec lequel on doit mesurer l'angle BCE formé par 
la ligne horizontale CE parallèle à AD , et par le 
rayon visuel CB dirigé au sommet de l'édifice. Sup- 
posons qu'on ait trouvé AD ou CE =67. 84 mètres 
et l'angle BCE =45^ 64' ; pour avoir BE, il faudra 
résoudre le triangle rectangle BCE dans lequel on 
connaît l'angle C , et le côté adjacent EC. Ainsi, 
d'après le cas nr, on fera la proportion R : eang^^^ 64' 
!::67.84:BE. 

L. tang ti^"" Gf^' . . * . • 9.9408263 
L. 67 . 84 I. 83 1 4858 

Somme — /o^Rzzr 1.77 181 21 

Ce logarithme répond à 5g. i3o, ainsi on a BE= 
59™. i3. Ajoutant à BE la hauteur de l'instrument 
CD ou AE que je suppose i™. 12, on aura la hau- 
teur cherchée AB = 6o™. 25. 

Si dans le même triangle BEC on veut connaîtrti 



ITiypotënuse BC, on fera la proportion ços 45® 64' 

: R:: 67.84 :BC 

L. R + L. 67.84 . * . . ii.83i48?>8 
L. c<w45>*64' 9.877*7^4 

Différence i . 9542074 = L. Ë^. 

ï)oncBC=89°. 993. 

iV". -B. Si Ton ne voyait que le sommet B de l'édifice ou 
du lieu quelconque dont on veut connaître la bauteur , on 
déterminerait la distance BC comme il sera dit dan^' 
l'exemple suivant : cette distance et Tangle connu BCË 
suffisent pour résoudre le triangle rectangle BCE , dont le 
t;ôté B£ augmenté de la hauteur de Tinstrument , sera la 
hauteur demandée, 

i«ix. Exemple II. Pour avoir sjir le terrain la dis- £g g. 
tance du point A , à un objet inaccessible B , on me- 
surera une base AD et les deux angles adjacents 
BAD , ADB. Supposons qu'on ait trouvé AD = 
588°». 45, BAD= ii5« 48' et BDA=4o^ 8' , on en 
conclura le troisième angle ABD=44^ 44' 5 et pour 
avoir AB , on fera la proportion sin ABD : sin ADB 
(:: AD: AB. 

!.. AD - a. 769709^ 

L. sm ADB. ...-.• 9.77603»» 

Somme ia.54634i8 

L. ji/i ABD. ..... . 9.8o8o3i4 

L. AB . a.7383io4 

Donc la distance cherchée AB==547™. 4i 

Si , pour un autre objet inaccessible G , on a 
trouvé les angles CAD = 39^ iy\ ADC = i32<> 8J', 
on en conclura de même la distance AC= 1202™. 82. 

LX. Exemple III. Poiir trouver la distance entre fig. $„ 
deux objets inaccessibles B et C , on déterminera AB 
et AC , comme dans l'exemple précédent , et on aura 
en même temps Tangle compris BAC = BAD — - 



374 TllIGÔISrOMETniE 

1)AC (i). Supposons qu'on ait trouvé AB:i=547"** 4't 
ÀC=i202». 32, et Tangle BAC =76'^ 3i';poiir 
avoir BC , il faudra résoudre le triangle BAC dans 
lequel on connaît deux côté» , et Taille compris. 
Or , d'après le troisième cas , on a la proportion 

AC + AB : AC — AB :: tang : long , ou 

B —G 

1749.73 : 654.91 :i ro/^6io 84' 7: /aiïg' ■-. 

L< 654*91 • * * a.8i6x8i6 

L. ^fl/?^6i**-84' i- - . • . 10.1654748 

Somme. .«...•• la. 98.16564 
\ L. 1749.73 * 3.^429710 

B— C 
11. tang' ■ ...... 9.7386854 

B — C 
î)on<î i • • . = 3x'9o', B 

B -4- f 

Mai» on a. =: 61' 84', 5 

i)onc B = 93* 75', 3 

et C =: 29* 93 ' . 7 

Maintenant, pour avoir la distance BC, on fera la 
proportion sin B : sin A :: AC : BC, ou 

sin 93^75'. 3 : sin y6^ 3i' :: 1202°*. 32 : BC 

L. 1202. 32 . 3.0800200 

L. sin 76** 3i' ..... . 9-969^^099 

Somme 1 3 . 0492299 

X. sin gy 75% 3 9 - 9979^57 

L. BC 3.o5i3242 

t)onc la distance cherchée BC=ii25"*. 44' 



(i) Il pourrait arriver qoe les quatre points A , B, C , D , ne fa«s«n< 
pas ilans an même plan , alors l'angle BAC ne serait plas la différence 
entre BAD et DAC , et il faudrait avoir , par une mesure directe , 1» 
Valeur de cet angle : à cela près , Topëratiou serait la mvmr. 



t 



ixi. Exemple IV. Trois points Â, B, C, étant % g* 
donnés sur la carte d'un pays, on propose de déter- 
miner la position du quatrième point M, d'où on aurait 
mesuré les angles ÂMB, AMC; les quatre points 
étant supposés dans le même plan. 

Sur AB décrivez un s^;ment AMDB, capable de 
Tangle donné BMA ; sur AC , décrivez pareillement un 
segment AMC capable de Tangle donné AMC; les 
deux arcs se couperont en A et M, et le point M sera 
le point requis. Car les points de l'arc AAIDB sont les 
seuls d'où- Ton puisse voir AB sous un angle égal à 
AMB; ceux de l'are AMC sont les seuls d'où l'on puisse 
voir AG sous un angle égal à AMC; donc le point M ^ 
întersection^ de ces deux arcs , est aussi le seul d'où 
l'on puisse voir à la fois AB et AC sous les angles 
AMB, AMC. Il s'agit maintenant de calculer trigono- 
métriquement la position du point M, diaprés cette 
construction. 

Soient les données AB == aSoo™ , AC = 7000" , 
BCzzzgooo"», AMB = 3oo 80', AMC = r2i<> 4o', 
Dans le triangle ABC, où l'on connaît les trois 
côtés, on déterminera l'angle BAC* par la formule * ltit. 

• a 1 A ■ Tfc * 6750. 2a50 ,• V 1* . « . . A 

^w'7A=R*. -^ ;dourontire2/aç-ji/îf A=: 

* a5oo.700o' ^ * 

19.9384483, %^i«TA=9.969^24i , f A=76<;3i ' . 5, 
et enfin A=i52<> 63'. Tirez le diamètre AD et joi- 
gnez DB ; dans le triangle B AD rectangle en B , 
on auta le côté BA=25oo, et l'angle opposé BDA 
= BMA = 30^ 80'; d'où résulte l'hypoténuse AD 

= ' PT^; =5374'°> 6. Tirant de même le diamètre 

sin BDA ' 

AE et joignant CE, on aura un triangle rectangle 
ACE dans lequel on connaît le côté AC ==: 7000 ,. et 
l'angle adjacent CAE=:AMC — 1000=21040'; d'où 



t*on conduira AE= — -t-.-=,= 74i5«. 

cos- CAE ' 5 , 

Maintenant si Ton tire MD et ME , lés detix angles 
AM D , A M E étant droits , la li^e D M E s«ra 
droite. Il reste donc à résoudre le triangle DAJE» dans 
lequel la ligne AM , dont il faut déterminer la gran- 
deur et la position, est perpendiculaire à DE. Or, 
dans ce triangle on a les côtés donnés AD =537469 
AE=74i5, et l'angle compris DAE=BAC-f-CAE 
^DAB= io4" 83 ' . De-là on conclura l'angle ADE= 
56" 93 ' ; et enfin par le triangle rectangle DAM on 
aura AM=4i8o™. 83. Cette distance et l'angle BAM 
4:=ii2^ 27' déterminent entièrement la position du 
point M. 

r 

Principes pour la résolution des triangles , 
' sphériques rectangles. 

LXii. Dans tout triangle sphérique rectangle^ 
le rayon est au sinus de l'hypoténuse y comme 
le sinus d'un des angles obliques est au sinus du 
côté opposé, 
fig. 10. Soit ABC le triangle sphérique proposé , A son 
angle droit , B et C les deux autres angles que nous 
appellerons angles obliques , et qui cependant pour- 
raient être droits l'un ou l'autre , ou tous les deux ; je 
dis qu'on aura la proportion R : sin BG : : sin^ : s in AC. 
Du centre O de la sphère , menez les rayons OA , 
OB ^ OG^ prenez ensuite OF égal au rayon dès tables, 
et du point F menez FD perpendiculaire sur OA ; la 
ligne FD sera perpendiculaire au plan OAB, puisque^ 
par hypothèse^ l'angle A est droit , et qu'ainsi les deux 
plans OAB , OAG sont perpendiculaires entre eux. Du 
point D menez DE perpendiculaire sur OB , et joignez 
EF ; la ligne EF sera aussi perpendiculaire sur OB , 
et ainsi l'angle DEF mesurera l'inclinaison des deux 
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plans -OBA, OBC, et sera égal à Tangle B du triangle 
ABC. Cela posé dans le triangle DÈF rectangle en D, 
on a R : sin DEF :: EF : DF ; or l'angle DEF=B, et 
puisque OF=:R, on a W=:sin D0E=5m BC , DF= 
^in AC. Donc R : sin B :: sin BC : sin AC , ou 

R : «/i,BC :: sin B : sin AC* 

Si on appelle a l'hypoténuse ou le côté opposé à l'angle 
droit A, 6 le côté opposé à l'angle B , c le côté opposé 
à l'angle G^ on aura donc 

R : siaa :: sin B : sin b :: sin C : sin c, 
ce qui fournit déjà deux équations entre les parties du 
triangle sphérique rectangle. , 

Lxiii. Dans tout triangle sphérique rectangle 
le rayon est au cosinus d'un angle oblique j 
comme la tangente de Vhypoténuse est à la 
tangente du côté adjacent à cet angle. 

Soit toujours ABC le triangle proposé rectan- H- »<>• 
gle en A, je dis qu'on aura R : cos B :: tang BC : 
cang AB. 

Car en faisant la même construction que ci-dessus , 
le triangle rectangle DEF donne la proportion 
R : cos DEF :: EF : ED. Or on a DEF = B, EF=: 
sin BC, OE =co5 BC , et dans le triangle OED 

rectangle en II^, on a DË= ^ = 

=r— 2 ; donc 11 : cos B :: sin BC : 

cos BC tanffAB R sin BC . _ « 

57-^ •• S77- ■ ^^^ff AB, ou enfin 

R cos BC ^ 

R : cos B :: tang BC : êang AB. 

Si on fait comme ci-dessus BC=a et AB = c, 
on aura R : cos B : : tang a : tang c , ou cos B = 

R fawfi'c tangccot a » * • . i. 
= — ~_ . Le même prmcipe appli«> 



" . 1 
. i 

1 



■ ■ "^ - 

- 7\ 



*j|ii8 4 ra&glè G, donnera cos<^Cis^*x ??y;l^.ac 

■^ ■ _^ ■♦ ■■#■.■■ 

• A . . ■- ■■■-,.■ 

^ • ■ * - • ■ 

uiY. Dàn5 U>ut triangk sphériqu0W9CÊÊm^ 
le rafon est tm cosinus d'un, côté de Fângle 
4Foi^y comme le cosinus de ^^^^C^f<^^^^'<Vtf 
SpÀinus de Vhypoténuse. , . .. U : . 'j,;, 

fgit». , Soit ABC W triangle pr<^HMé nofMigW^ Jt, jt 
<^8 qu'on ànra R : coi AB :: oru AC^caïf HQ. 
^"'<Iftr la. ioonstvtictidn étant la mêoi^/qûa^'Aiw Im 
deux propositiouB précédentes , ^ It'^'îi^ijqi^- PP^ 

* ' nctangle en D, où Ton à lliypotAfiuerifW'pi;!, 
%mnera OD==cos DÛF ^rïcos ACf epuSaiW k 
triàngleiODE reèlttiglé en E «'dpioMaii O S s 



OD €09, POE . ^gw AC co* AB -j^ ...ri - i^^ ' > |^ -tîjià, 

gle rectangle OEF^ on a OE = i?os BC ; donc 
C =ï: g — ^ — ♦ ou , ce qui renent au 



même 



R : cos AC :: cos AB : co5 BG. 

Ce troisième principe s'exprime par Téquatioii 
R cosaz=zcos h cos c^ et n'est pas susceptible d'en 
fournir une seconde, comme les deux précédents, 
parce que la permutation faite entre betc n'apporte 
aucun changement à l'équation. 

Lxv. Au moyen de ces trois principes généraux, 
on en peut trouver trois autres nécessaires pour la 
résolution des triangles sphériques rectangles. Ces 
derniers principes pourraient se démontrer direc- 
tement , chacun par une construction particulière : 
mais il est préférable de les déduire des trois premiers 
par voie d'analyse , ainsi qu'on va le faire. 

Les équations sut 8=—^^ , cos C=i ^ 

sina ^ ianga 
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, 1 ^ 1- . • cos C tanff h iin a 
aonnent par lent division . ■ = — r^ » = 

. * smosinb tang a 



- = ( suivant le troisième principe ) • ^ -"^ On 

a donc ce quatrième principe 

sîn B : cos C :: R : cosc^ 

duquel résulte aussi par la permutation des lettres 
'$in C : cos B : : R : cos b' 

Le premier et le second principe donnent 

6in B = — ; , cos B = ^—: de là on déduit 

SM a ' tanga 

sin B tang B ^Âr? ^ ^^/z/T ^ R ^i^ ^ 

OU — 2 — ::^:2 -: — =r — =: 

cos B R ^//2 a ^âr/7^ c cos a tang c 

( en vertu du troisième pnncipe ) 



cos h cos c tangc 

Uing h -^ . . . . t, , 

. . Donc on a pour cinquième pnncipe 1 equa*^ 

n R ^^/Zâ* ^ i« 1 • 

tion /«Mig' B = ■ . ^ ou ranalo^ie 

R : tang B :: 5//* c ; tang h \ 
d^où résulte aussi par la permutation des lettres : 

R : tang C :: sin h : tang c. 

Enfin ces deux formules donnent tang B tang C= 
iR* /rt/t^ ^ tang c R* , , . 

1 ' - . =: r = f en vertu du troi- 

sm b sm c cos b cos c ^ 

flieme principe) . Donc R' = coî a tangB tang C^ 

ou cot B cet C = R cos û ; ou 

tang B : cot C :: R : cos a. 

C^est le dixième et dernier principe : il n'est pas 
susceptible de fournir une autre équation , parce que 
la permutation entre C et B n'y produit aucmi chan- 
gement. 
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Voia la'rëcapitùlàtiiHi de cet sa prific^ri^'&i^ 
^puùc dooitent cbâcAui deux ëqiutîoiu ':'''' ' 

'".'1; H nJt &i==Mii a «» B, h'm ëès^m t^ C 

H. B! te/y b = f<wy a «»f Cj, .R<ff^^^<!;c; (» Hj)< | ?B r .> . 

UI- H CM a = cor b'cot e, „'< ' 

IT. R Av B==wt C'cof è; RcbtCssflwJisuie 

TLRcora^eofBeofC. ■'' 

ll^ rèsuïtç ^ équations contenant tontes les rela- 
lûnu qui pevVeiit-exiatW entre trois des cinq éléments 
Bf Gf a, (^ c; de sorte que deux de ce^ quantités 
éttnt Gojaùies avec l'angle droit, on coniiaitra ininié- 
ditiament la troisième par son siau5 , son cosiniis, 
wlaïkgetttieQisa.cot^ngcuatc. ^m. 

„ .Jbxn^ ^ ç^,.i xemuquer qtie IfaxffpLli^; {Mailêet 
sera, détermina par son sinus seulement , il y An 
deux valeurs decetélSmeot, et panconaéquent 4etax 
triangles qù satisferont à la quésdon. Car le même 
sinus qui convient à un angle ou à un arc, convient aussi 
à son supplément. 11 n'en est pas de même lorsque 
l'élément inconnu sera déterminé par son cosinus , sa 
tangente ou sa cotangente. Alois oa pourra décider, 
par le signe de cette valeur , si l'élément dont il 
s'agit est plus grand ou plus petit que joo" ; l'élément 
sera plus petit que ioo°, si son cosinus , sa tangente 
ou sa cotangente a le signe +; il sera plus grand que 
ioqo , si l'une de ces lignes a le signe ■- — . On pourrait 
aus^ établir sm- ce sujet des préceptes généraux qui 
ne seraient que des conséquences des six équations 
démontrées. 

Par exemple, il résulte de l'équation R cos a = 
cos b cos c, qUe les trois côtés d'un triangle sphérique 
rectangle sont tous moindres que loo", ou que dei 
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^rpis c6tës deux sont plus gi*ands que ioo<^, et le troi- 
sième moindre. Aucune autre combinaison ne peut 
rendre le signe de cos b cos c pareil à celui de cos, a, 
comme cette équation l'exige. 

De même Féquation R tangCz=zsin b tang c, oii 
sin b est toujours positif, prouve que tang G a tou- 
jours le même signe que tang c. Donc dans tout 
triangle sphériefue rectangle un angle oblique et le 
côté qui lui est opposé , sont toujours de la même 
espèce; c'estnudire , sont tous deux plus grands qu 
ious deux plus petits que loo®. 

Résolution des triangles sphériques rectangles. 

Lxvii. Un triangle sphériqhe peut avoir trois angles 
droits, et alors ses trois côtés sont de loo^; il peut 
avoir deux angles droits seulement , alors les côtés op- 
posés sont tous deux de loo® , et il reste un angle avec 
le côté opposé qui sont mesurés l'un et l'autre par le 
même nombre de degrés. Ces deux sortes de triangles 
iie peuvent, comme oa voit , donner lieu à aucun pro- 
blème ; on peut donc faire abstraction de ces cas parti- 
culiers , pour ne considérer que les triangles qui ont 
un angle droit seulement. 

Soit A l'angle droit, B et C les deux autres angles 
que nous appelerons angles obliques , soit a l'hypoté- 
nuse opposée à l'angle A , & et c les côtés opposés aux 
angles B et C. Etant données deux des cinq quantités 
B,C,a, t,c^la résolution du triangle se réduira 
toujours à l'un des six cas suivants, 

PREMIER CAS. 

Lxviii. Etant donnés V hypoténuse a et un 
côté b , on troussera les deux angles B et C et 
le troisième côté c par les équations 

. ^ Visinb ^ tang b cota "Rcosa 

sin B:= -T — ,co*C= ^5 ^cosc=: > 



L'angle G ne peut laisser aucune incertitude^ non plus 
que le côté c; quant à Tangle B , il doit être de mémo 
espèce que le côté donné b. 

BBUXIEME CA.S. 

liXix. Etant donnés les deux côtés de V angle 
droit h et c^ on trouvera Vhjrpoténuse a et les 
les angles ^ et C par les équations 

cos b cos c *> R tanfr h ^ R *«'*^ c 

çosaz=. , tang^zzi — -. , fti/ig'C= r~— ' 

R ain c smh- 

U n'y a dans ce cas aucune ambiguïté. 

TROISIEME CAS. 



y' 

Lxx, Etant donnés V hypoténuse a et un angle 
B , on aura les deux côtés h et cet l'autre angle 
C par les^ équations 

. sinasinB tanffacosB cosatan^B 
• smbz=z r^ ^tangc= ,coïC= > 

Les éléments c e^ C sont déterminés sans ambiguïté 
par ces formules ; quant au côté b ,ï\ sera de même 
espèce que l'angle B. 

QUATRIEME CAS. 

Lxxi. Etant donné le côté de l'angle droit b 
avec l'angle oppos^ B, on trouvera 2^ y cet i^par 
les formules 

R sin b . tang b cot B R cos B 

Sin a =: — : , sin c = — — , sm C =r . 

sut B R cos b 

Dans ce cas, les trois éléments inconnus sont déter- 
minés par des sinus , ainsi la question est susceptible 
de deux solutions. Il est évident en effet que le trian- 
fig. II. gle ABC et le triangle AB'C sont tous deux rectan- 
gles en A, ont tous deux le même côté AC ==: Z» et le 
même angle opposé B=:B\ Au reste, les valeurs 
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doubles doiyent se combiner de manière que c et 
C soient de la même espèce; ensuite Tespece de c et 
b détermine celle de a par Tinspection de la formule 
cos b cos c=:ti cos a, mais la valeur de a se déter- 
1. !• ^ . . . R sin b 

minera directement par l equî^tion sin a = — ^— ô"* 

«INQUIEMB CAS. 

Lxxii. Etant donné un côté de l'angle droit b 
avec Vangle adjacent G , on trouvera les trois 
autres éléments a, c, B, par les formules 

coth cos C sin h tangC _ cos b sin C 

€Ot atzi ~ , tangc^z ^— ^ — , cosv^zzi • 

R R R 

Dans ce cas il ne peut rester aucune incertitude sur 

Tespece des éléments inconnus. 

SIXIEME CAS. 

tixiii. Etant donnés les angles obliques B et 
C^ on trouvera les trois côtés a , b , c , par les 
formules 

cot B cote , R cos B ^ cos C 

cos a •— ' ■ I , cos b =z - — : , cos c =r: 



R ' sinC ■ sinli 

£t dans ce cas il ne reste encore aucune incertitude. 

REMARQUE. 

Lxxiv. Le triangle sphérique dont A , B , C , sont; 
les angles, ex, a y &^ c les côtés opposés , répond tou- 
jours à un triangle polaire dont les angles sont sup- 
pléments des côtés ayh y c^ttX^ côtés suppléments 
des angles A , B , C ; de sorte que si on appelle 
A',B',C', les angles du triangle polaire, eta', V , c* ^ 
les côtés opposés à ces angles , on aura 

A'=aoo»» — a y B'=2ooo — by C'=20o<>^ — c 
a' = aoo<> — A, i' ^= 2Qo<> — ..B , c' = 20©® — G, 
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Cela posé, si un triangle sphérique a un c6té-«^ é^ 
au quadrant , il est -visible que l'angle correspondant 
A' du triangle polaire sera droit, et qu^ainsi ce trian- 
gle sera rectangle. Donc les deux données qu'on doit 
avoir, outre le côté de ioo«> , pour résoudre le triangle 
proposé, serviront à trouver la solution du triangle 
polaire, et par suite celle du triangle proposé. On 
pourrait tirer de là des formules semblables aux pré- 
cédentes pour résoudre directement les triangles 
sphériques qui ont un côté de ioo°. 

Un triangle isoscele se partage en deux triangles 
rectangles égaux dans toutes leurs parties , ainsi la 
résolution des triangles sphériques isosceles dépend 
encore de celle des triangles sphériques rectangles. 
fig. 12. Soit ABC un triangle sphérique , tel que, les deux 
côtés AB, BC soient suppléments l'un de l'autre; si 
on prolonge les côtés AB , AC jusqu'à leur rencontre 
en D, il est clair que BC et BD seront égaux comme 
étant suppléments d'un même côté AB ; d'ailleurs il 
est visible que les parties du triangle BCD étant con- 
nues, on connaît) celles du triangle ABC qui est le 
reste du fuseau AD , et vice versa. Donc la résolution 
du triangle ABC _, dans lequel deux côtés font en- 
semble 2oo«, se réduit à celle du triangle isoscele 
BCD , ou à celle du triangle rectangle BDE gui est la 
moitié de CBD, 

Lorsque les deux côtés AB , BC , sont suppléments 
l'un de l'autre , il faut que les angles opposés ACB , 
BAC , soient aussi suppléments l'un de l'autre ; car 
BCD est supplément de BCA ; or BCD=D:=A. Donc 
on ne peut avoir a-\- c = 200" , sans avoir en même 
temps A4- Czzzaoo**,. ce qui est réciproque. 

De là on voit que la résolution des triangles sphé- 
riques rectangles comprend , i^ celle des triangles 
«pliériques qui ont un côté égal au quadrant ; 2*^ celle 
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des triangles sphériques isosceles; 3^ celle des trian- 
gles sphériques, dans lesquels la somme de deux côté^ 
est de 2oo<', ainsi que celle des deux angles opposés. 

Principes pour la résolution des triangles 
. sphériques en général. 

Lxxv. Dans tout triangle sphérique les sinus 
des angles sont comme les sinus des côtés opposés. 

Soit ABC un triangle sphérique quelconque, je dis fig. i3. 
qu^on aura sin B : sin C :; sin AC : sin AB. 

Du sommet A abaissez Tare AD perpendiculaire 
sur le côté opposé BC, les triangles rectangles ABD, 
ACD donneront les proportions 

sinBi'R. :: sin AD : sin AB '' 

R :jsin C ::sin AC : sin AD. 

Multipliant ces deux proportions par ordre et omet- 
tant les facteurs communs , on aura 

sin B : sin C :: sin AC : sin AB. 

Si la perpendiculaire AD tombait au dehors du trian- fis« x4i 
gle ABC, on aurait les deux mêmes proportions 
dans l'une desquelles sin G désignerait sin ACD; 
mais comme l'angle ACD et l'angle ACB sont sup- 
pléments l'un de l'autre , leurs sinus sont égaux ; 
ainsi on aurait toujours sin B : sin C :: sin AC : sin 

AB. 

Soient a, b, c, les côtés opposés aux angles A, B, C, 
chacun à chacun, on aura, suivant cette proposition, 
sin h: sin fi :: sin B : sin b :: sin C : sin c; ce qui 
donne la double équation : 

sin A sin B sin C 

sin a sin if sia c 

Sept. Ed. a 5 
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Lxxvi. Dans tout triangle sphérique le cosinus 
d'un angle est égal au quatre du rayon multi- 
plié par le cosinus du côté opposé , moins le 
produit du rayon par les cosinus des côtés adja- 
cents, le tout divisé par le produit des sinus de 
ces mêmes côtés : c'est-à-dire ^ qu'on a pour l'an' 

, _, 7 ^ R*co^c — "R^cosacosb 

me C, par exemple, cos C = : r-r • 

On aurait semblablement pour les deux eustres 

- . R' cos a — R cas h cos e ^ 

angles, cos A = r-i — : 9 et cos B = 

^ ' smb sm c 

R* cos b — R cos a cos c 

sin a sin c 

%x5. Soit ABC le triangle proposé dans lequel on £ut 
BC = a, AC = i, AB==:c. Du point O, centre de 
la sphère, tirez les droites indéfinies OA, OB, OC; 
prenez OD à rolonté, et par le point D^ menez DE 
dans le plan OC A et DF dans le plan OGB , toutes 
deux perpendiculaires à OD, lesquelles rencontrent 
en E et F les rayons OA, OB , prolongés^ en£n 
joignez EF. 

L'angle D du triangle EDF est par constructioo 
l'angle que font entre eux les plans OC A, OCB,j : 
ainsi l'angle EDF est égal à l'angle C du triangle : 
sphérique ACB ; or dans les triangles DEF, OEF^ 

* xLv. on a* 

cas EDF dI + DF— ËF* 

R îDE.DF 

cos EOF ÔŒ + ÔF — ÊF* 



R ~ 2OE.OF 



ih 



Prenant dans la seconde la valeur de EF ctlfi'^J 

,substi tuant dans la première on aura \^^ 

de ^ 



SPRÉRIQITE. ^ 387 

COS EÛF DE + BF— OE ^ OF-f- aOE . OF ^ ■ 



R aDE.DF 

Or GE — DÊ = 6D"et ÔF — DF = 6d", oti a donc 

T7TM? OE.OF.cojEOF — ÔD.R 

DE.DF 

Il ne s^agit plus que de substituer dans cette équation 
les valeurs relatives au triangle sphérique : or on a 
«^^ ^ »^^ .« OE R 



XII .LTX' 


^,^^x ..^ ., ^^ sin DDE 


R 


OF R R OD «wDOE 


sùi b' 


DF sin DOF sin a' DE ~ sin DOE 


cos b 
sin b' 


OD cos DOF cos a ^ 
DF sm DOF sin a 




-, R* cos <? •— R c<w «; cof h 

COS C = : r— 7 • 

Sin a sin b 



Ce principe , qui , étant appliqué successivement 
aux trois angles, fournit trois équations, suffit pour 
la résolution de tous les problèmes de la trigono- 
métrie sphérique : il a, par rapport aux triangles 
sphériques, la même généralité que le principe de 
Fart. xLv, par rapport aux triangles plans. En effet, 
^- puisqu'on a toujours trois éléments donnés par le 
« moyen desquels il faut déterminer les trois autres , 
? il est clair que ce principe donne les équations né- 
\ cessaires pour résoudre le problème; équations. qu'il 
appartient à l'analyse de développer ultérieurement, 
pour en tirer , suivant les différents cas , les formules 
les plus simples et les mieux adaptées au calcul loga- 
rithmique. 

Lxxvii. Puisque le principe dont nous parlons est 

absolument général , il doit renfermer tous les autres 

— principes relatifs aux triangles sphériques, et notam- 

^ ment le principe du n® lxîv. C'est ce qu'il est facile 



de vérifier. 



35. 
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En effet Tequation cay G = = — : r-~ . 

• donne R* — cos* G ou sin* G = 
'K*sin*asin*b^'Bi*cos*a cos*b+^R*cosacosbcosc^K^€ot^e 

sm*a sin à 

Or sifi" a sin' J = (R* — cos* a) (R* — cos* b) = 
R* — R» C05* a — R* cos* b + co^* a cos* b. Donc en 
substituant et jextrayant la racine, on aura 

sinCri \/n^^^Vi*cos'a;---''2i^cos*b^Vi*cos*<>{'ikVicosacosbcos^. 

^ tin a sin b 

Sdit pour abr^er Z= v/(R*— R'co5*a — R»c(M*i 
-^ R* cos* c + 2 R cos a cos b cos c) , on aura donc 
. . RZ sin C ma sin h sin c 

SmOiZZZ r-T, ou -: = =-= . 

sin a sin b ^ sin c RZ 

Les valeurs de cos A et de cos B donneraient senb 

-, ,, * «71 A RZ sinB 

olaDiement — : = —, : — r — : j *-: — r =: 

sm a sm a sm b sin c^. sm b 

—, r-r — : — ; car la quantité Z ne changée pas, 

sin a sm b sin c ^ or» 

lorsqu'on fait la permutation entre deux des quan- 

^. , , , sin A sin B sin C 

tités a. by c; donc on a — : — = . ■ =— ^ — ., ce 

sin a sin b sin c 

qui est le principe du n^ lxxv. 

KxxYiii. Les valeurs que nous venons de trower 
pour cos G et sin G , peuvent servir à trouver les 
angles d'un triangle sphérîque dont on connaît les 
trois côtés ; mais il existe d'autres formules plus com- 
modes pour le calcul logarithmique. 

En effet , si dans la formule R* — R cos C = 
a ^//z^^C, on substitue la valeur de cos C, on aun 

9. sin ' -^ C cos C cos a cos b-\-sin a sin b — Rcw c > 

R^ R sin a sin b 

Le numérateur de cette expression se réduit i|> 
R cos (a — ^è)-— R cos c; or, d'après la formula/ 
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R cos q — B. cosp=2sin{ (p+q) sin{ {p — q)*, on *r*vm". 
trouve R C05 (a—rb) — 'R.cosc^=-2sin^{c — b + a) 
sin^ (ct— a+ J) ; donc 

^ sin [ l'y* ( > : . " V 



■^— M«> 



R* ■ sm a sin 



c-^b — a . c + fl-i-ô 
sin -. ; .Si/i, r 



OU ii7ii'C=R V r a il 

' ■ ■ ; ■ ■ 1 r^— ^ ■• — 

sin a sin b 

n est évident qu'on aurait des formules semblables 
pour exprimer sin 7 A et sin 7 B^ par le moyen des 
trbiaf côtés 'a/^; c. ' ' : i 



.- ' I 



1.XXIX. Le problème général de la trigonométrie, 
^phérique consiste , comme nous ^'-^vi^iis^ déjà dit, 
à déterminer trois des six quanfité^. Â , B , C , 
a. b , ç , par le moyen des trois autres. Il est né- 
qj|K8aire, pour cet objet, dVvoir des' ecjuations entre 
qîiktre de' ces quantitéâ^, îprises de toutes Jeà manières 
possibles ; ôr , six quantités ; icombSnées* quatiie. à . 

6 5 r 

quatre ou deux à deux, 1 donnent — ^ ouiS* combi* • 

naisons , kînisi' il y aura' quinze équations à former f 
m^ si on ne cousijiçrç 4|oe lef cpnibinaisonS' essen- 
tiellement différentes, ces quinze équations se rédui- 
lent à quatre. 

En effçt, on a, i^' la combinaisbii a'&c A, qui ' 
. comprend i par .la permutation des lettres, abcA^. 
abcB. abcC; 

2<> La combinaison a&AB, d'où résultent a&AB, 
bcBC^aàkC; 

3^ La combinaison a & A G , qui comprend les six 

labAC, abBC^ /Eé;AB, acBC, &cAB, bcAC; 

4^ Enfi^la combinaison a ABC, qui comprend 

iles trois a ABC, ftABC, cABC. 

i lia totalité' dés combinaisons est quinze, mais on 
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voit qu'il n'y en a réellement que quatre différente». 

_ . . R " cos a — ^ R cos b cos c 

Mxx. L équation cos A = — ^ sinbsinc ' 

représente déjà la première, combinaison abc A et 
celles qui en dépendent. 

Pour former Téquation qui répond à la combi- 
naison abAB^ il faut éliminer c des deux formules 
qui donnent les valeurs de cos A et cas B j. maiis Féli- 
mination a déjà été faite (lxxvii), et le résultat est 
sin A sin B 
sm a sin b ■ ^ 

La troisième combinaison se fonpe de la T^ntion 
entre a, b, A, G; pour cela ayant les deux équa- 
tions ; ' . ' . 

cos A sÀt b sih ctziil* cô^ a'—^ fiéûsb c0se, .*[ 
côs C sin b stri a == R"* cqs c — ^ R cqs b cos a, 

■ « ■ ■ 

on en élimi^^qra d'abord çoAc, qe çui donnera B,co5;j^ 
sin c 4- c,9;j C. sin a oçs i =;:? R cos a sin b :. meusaint 

1 - ai . • 1 1 • sin a sm C 

ensuite dénis mlè-ci la valeur 4m czzi-^^^r-r-* — , on 

sin A. 

aura pour la trokieme combinaâsQÔ . 

00 1 A sin C -i-cos G cq^ ^ :p= ^on a si^. ^.. 

Enfin, pour avoir la relation ' entre A, B, C, tf, 
j'observe que dans l'équation précédente Je terme 

. , T» sin h _. sih R , 

cot a sin b z=:^ cos a . — . — :z= R cos a ^. — r ; donc, 

sm a sm ht ' ' 

en multipliant cette équation par sin A^ on aura 

R cos A sin G = R cos a sin B — sin A cos C cas h. 

Si dans cette équation on perftiute entr.e ejles les let- 
tres A et B, ainsi que a et 6^ on aura 

R cos B sin G = R cos b sin A — sin^ B cos C cos a. 

Et de ces deux-ci on tire , en chassant cos 9^, 

R'co5 Ai/TiG + Kcos B sin C cosCzzzcosasinBsin'C. 
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Donc enfin 

R* cos A+R coj B cos C 



côs a'=z 



sin B sin C 



C'est la relation cherchée entre A, B, G, a ^ ou la 
quatrième des équations nécessaires pour la résolu- 
tion des triangles sphériques. 

Lxxxi. Cette dernière équation entre A, B, C, ^, 
offre ime analogie frappante avec la première entre 
a, b, c, K i et oiA peut rendre raison de cette ana* 
logie par la propriété des triangles polaires ou sup- 
plémentaires. En effet, on sait que le triangle dont 
les angles sont A, F, C , et les côtés opposés a^ b^c, 
répond toujours à un triangle polaire, dont les côtés 
sont 200<> — A, 200<> — B, 200<> — C, et les angles 
opposés 200® — a, 200** — b, 200® — c. Or le prin- 
cipe de Farticle txxvi étant appliqué a ce dernier 
triangle, il en résulte 

R * co^ (2oo**-A)-Rcof (20o**-B)co* (200**-^) 

n200 — a)= : — ;: r — rr — ; — ;: ;; — — r 9 

^ ^ «/i(aoo**--B)>yi/2(200^-e) ♦ 

ce qui se réduit à 

R' cas A -4- R co» B cos C 

cos az=i . ^ . ^ , 

sm B «/i C 

ainsi que nous Tavons trouvé par une autre voie. 

Cette formule résout immédiatement le cas où 
Ton veut déterminer un côté par le moyen de la^ois 
angles ; mais , pour avoir une formule plus com- 
mode pour le calcul logarithmique, on substituera 

la valeiir de ces a dans Téqpiation r — - =: 

— ' , ce qm donnera — ^^^ — = 

sinl^sinC-^cos B co.vC— R cosk. — R cos (B+C)-R cos A 

2 sin B sin C 2 sin B sin C 

Et parce qu'on a en général * R co5/? + R co5 7= *xilviii. 



eos 
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^cosi {P'+9) ^^^{P — V)y ^"^ équation te 

réduit à 

R* sin B sin C ' 

OÙ il faut observer que le second membre , quoi- 
que sous une forme négative , est néanmoins tou* 
jours positif. Car on a en général sin (x — loo») = 

sin X cos ibo®— cos x sin loo® , 

■ ' =: — COS x; donc 

R 

(A + B-f-C \ 
j^ioo® 1 

quantité qui est toujours positive , parce que A + B 
+ C étant toujours compris entre 200*^ et 600» , l'an- 
gle 7 (A + B + C) — 100® est compris entre zéro et 
200<>; d'ailleurs co5 7 (B + C — A) est toujours po- 
sitif, parce que B + C — A ne peut pas surpasser 
200^ ; en effet dans le triangle polaire le côté 200® 
— A est plus petit que la somme des deux autres 
200^' — B, 20o<> — C; donc on a 200® — A< 4oo<> — B 
— €, ou B + C — A<2oo<*. 

Etant ainsi assuré que le résultat sera toujours 
positif , on aura , pour déterminer un côté par le 
moyen des angles, la formule 

\ 

: { 

sin B sin C ) 

LXxxii. Il faut faire voir maintenant comment , de 
ces formules générales, on peut déduire celles qui 
concernent les triangles sphériques rectangles. Pour 
cet effet, on fera A= 100^, tant dans les quatre 
formules principales que dans celles qui en dérivent 
par la permutation des lettres. Et d'abord l'équation 
cos A sin b sin c = R* cos a — R cos h cos c, donnera 
par cette substitution 

R cos a =r cos h cos c. (i) 

Les dérivées de réquation générale ne contiennent 



A-f-B-f-C B + C — A 

_ y 1 "— cos — cos 

5m 7 a = R y/ 
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point A, et ainsi ne donnent aucune relation nou* 

velle dans le cas de A=: ioo<^. 

T > « • *''* A $in B , j , • 

L équation -: — = -r-Tf donne dans le cas de 
* sm a sin h' 

A=iooo, 



sm a 



sin h 



Et la dérivée -: — = — : — , donnerait égfalement 

sm a sm c ^ * 

-r — = .-: — ; mais celle-ci est elle-même une dérivée 

sm a sin c^ ' 
de Téquation (a). 

L'équation cot A sin C + cos Ccos b:=z cot a sin b, 
donne dans le cas de A = 100^, cos G cos bzzzcot a 
sin b, ou . 

cos C tang a= R umg b. (3) 

La dérivée cot C sin A + cos A cos b^zcot c sin b, 
donne dans le même cas , R cot Cz=.cot c sin b, ou 

R tang ç = sin b tang G. (4) 

Enfin la quatrième équation principale sin B sin G 
cos a = R* cos A + R cos B cos G , et sa dérivée sin A 
sin C cos b =R* cos B+ R cos A cos G , donnent dans 
le cas de A= loo^, sin B sin G cos a='^os B cos C 
et sinC co5>==R cos B , ou 

cot B cot G = R cos a , (5) 

sin G cos i = R cos B. (6) 

Ce sont les six équations sur lesquelles la résolution 
des triangles rectangles est fondée. 

I.XXXIII. Nous terminerons ces principes par la 
démonstration des Analogies de Néper^ qui servent 
à dimpKfier plusieurs cas de la résolution des triangles 
^phériques. , 

Par la combinaison des valeurs de cos A et cosC 
exprimées en a, b, c, nous avons, déjà obtenu 
H 'équation^ *txK. 

R cosh.sinc^:z'SicQsasinb^---cosQsin a cos b. 
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Ceile-cî donne par une aimple permutation r 

R cos B sin c = R cos h sin a — co$ C sin h cos a. 

Donc en ajoutant ces deux équations, et réduisant, 
on aura 

sia c (cos A + cos B) = (R — cos C) sin (a + b). 

^ir . . sin c sin a sin b 

Mais puisque -^— ^ = -^— r- =-.— _ , on a 
'.*- * sinC smA. sm B 

sin c (sin A + sin B ) =sin C (^//ï a + iî/x ft ) 
et isin c (sin A — - sin B ) = sin G ( sin a — ^ sin b) . 

Divisant successivement ces deux équations par la 
précédente, cm aura 

xiVi A-f-fi7i B «« C sin a-j^sin b 

cos A-\-cosB R — cos C' sin(a+b) 
sin A — sin B sin C sin a-^sin b 

€os A-\-cosB R — cos c' sin(a-{-b) 

Et en réduisant celles - ci par les formules des arti- 
cles XXIX et XXX, il viendra 

,/A «s .^ cos^(a — b) 

êang\(A + B) = cot\C. — ;.^.( 



Donc étant donnés les deux côtés â5 et ^ avec l'angle 
compris C , on trouvera les deux autres angles A et B 
par les analogies , 

cos\ (a 4- b) :cos^ (a — b) :: cot\G:tang\ (A -\- B} 
sin^ (a + b) : sin\ (a — b) :: cot\ C :tang^ (A — B). 

Si on applique ces mêmes analogies au triangle po- 
laire du triangle ABC, il faudra mettre 200^ — A, 
200 — B, 200^ — a, 200^^ — by 200° — c, à la place 
de a y b. A, B, C, respectivement, et on aura pour 
résultat ces deux analogies 

C057 (A + B) :cos\ (A — B) :: tang\c\tang\ (a -\- b) 
sin^{P^-\-W):sin{ (A — B) \\ tang\c\tang^(a — i), 

au moyen desquelles, étant donnés un côté c et le$ 
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deux angles adjacents A et ^^ ou pourra trouver les 
deux autres côtés a et b. Ces quatre proportions sont 
<;onnues sous le nom à! Analogies de Néper. 

Résolution des triangles sphériques en 

général. 

La résolutiûd des triangles sphériques comprend 
six cas généraux, qi^e nous allons développer suc» 
cessivement. 

PRBMilR CAS. 

Lxxxrv. Étant donnés les trois côtés a • b , c , 
on trouvera un angle quelconque j par exemple ^ 
r angle À opposé au cété a ^ par la formule : 

. a-\-b — c . a^-e—'b 
Stni: 



S. «4-^- 
2__ 
sii 
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DBUXIBME CAS. 

Lxxxv. Étant donnés deux côtés ai et h UK^ec 
V angle A opposé à Vun de ces côtés, trouver le 
troisième côté c et les deux autres angles B ctC 

' i<^ L'angle B- se trouvera par l'équation sin B = 
sin k. sinb ' 

sin a 
a® Pour avoir l'angle C il faut résoudre l'équation 

co( A sin C + cos C co5 b = cot a sin b. 

Soit pris pour cet effiçt uja angle auxiliaire 9 de ma.- 

4 , . COS b tans A . 

niere qu on ait tang ç = g— ^ — , ou cot A = 

^ — . ^ : cette valeur de cot A étant substituée dans 
sin^ ^ 

l'équation à résoudre, donne --', — -^'{^cos ç sin C 
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sin 9 cos Czszcot a sin b, d'où Ton tire 

.• rr . m\ tangbsinff 
^ ^^ tanga 

Par cet artifice, on voit que les deux termes inconnm ' 
dans l'équation proposée se réduisent à un seul, d'où 
il est facile de tirer l'aiiô^le C. 

3<> Le càté c se trouvera par l'équatioii 

sin a sin C 

sinc:;= : — 7 — . 

sin A 

On peut aussi le déterminer directement par la ré- 
solution de l'équation : 

R cos b cos c + cos A sin b sin c= R* cas a. 

» ^ rc *.,R«w^ sût ç 
Pour cet eftet, soit co^ A Sin o=z z; — ï-, on 

_ cas A ianp- b 
tang Çc= n '^ ^^ **"* 

— =r (cas c cas 9H- si« c sin o ) = R cos a. Donc, en 

cherchant d'abord Fauxiliaire 9 par l'équation tang 9 

— -^ , on aura le cote c par 1 équation 

. cos a cos 9 
cos 

Ce second cas peut avoir deux solutions, ainsi que 
le cas analojrue des triangles rectilignes. 

TROISIEME CAS. 

txwvi. Etant tîojinés deux cotés 9l et h a\^c 
/ ttri^Ie coT7ipris C. trouver /r.c deux autres angles 
A et B et le tro:<:'e;::e cote c. 

!•' Los ai\jlos A et B se trouvent par ces deux 

<\]u;iîiow 

^1 *••• :; ••:': h — ;V..f C r.v h 



cor B = 
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cot b sin a — eos G cas a 
'. lïnC ' * 



dans lesquelles les seconds membres pourraient être 
réduits à un seul terme, au moyen d*un auxiliaire; 
mais il est plus simple, dans ce cas, de se servir des 
analogies de Néper, qui donnent 

4ang =:cor-L.. -r-77 — —r: 

êanff "^ — = cot\ C. — f) — — r<. 

a? Connaissant les angles A et B, on pourra cal- 
culer le troisième côté c par Téquation sin c = 

3Ùi d. -:— r-; mais pour déterminer c directement, on 

-a réquation 

R* cqs c^=:sm a sin b cos C + R cos a cos b. 

Soit pris Fauxili^re 9^ de manière qu'on ait sin b 

ry t ^ ^ <^osQ tang b 
cos Ça'=zcos b tang ç , ou tang ç = , o» 

aura 

cos b ' f ^y. 

eos c = — T- cos (a-^9j. 
cos^ ^ ^' 

QirAXaiBMB CAS. 

txxxvii. Étant donnés deux angles k et B 
avec le côté adjacent c , trou\^er les deux autres 
côtés Si et h y et le troisième angle C. 

i^ Les deux côtés a et b sont donnés par les for* 

mules 

cot A smB + cos B cos c 



cot a=:. 



sm c 



- . cot B sin A + cos A cos 

$0$ y TT! «MMMMMoiji 



/ 
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mais on peut les calculer plus facilement par les 
analogies de Néper, savoir : ^ 



sin — - — ism :: tang^çitang 

ços :cos :: tangue itang — - — . 

Q? Connaissant a et b, on trouvera C par Téqua- 

, — sin c sin A . . . 

tion sm G = : ; mais on peut aussi trouver 

sm a * 

G directement p^ récjqation 

R* cos G = 00s c sin A sin B — R cos A cos B. 

Soit pris l'auxiliaire ?, de manière qu'on ait 

• n n cos ciangB 
cos c sin B = cos B cot ?, ou cot ç= : r : y 

on aura 

^ -j sin (A. — Ç) 

COS Q=COS D . — . ^ • 

smf 

Ce cas et le précédent ne laissent aucune indéter- 
mination. 

CINQUIEME CAS. 

Lxxxviii. Étunt donnés deux angles A et B 
avec le côté a opposé à Vun de ces angles y trou- 
ver les deux autres côtés h^ c^ et le troisième 
angle C. 

I® Le côté b se trouvera par Téquation sin bz=. 

sin B 
Sin a . — : — 7-. 
sin A 

^^ Le côté c dépend de l'équation 

cot a sin c — côs B cos c = cot A sin B . 

c» • T» cos 9 fos B f a/?/?- a 

boit cot a = cos B — :— ;r OU tariff <? = ;;;^ — , OD 

sin^ & T R ' 

cosB , . ^ . ^ ». « 

aura -r-- (sm c cos ? — cos c sin (^) = cot A sin B; 

donc 
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• , . tanff B sifi f 

^i/i(c — ç)=— ^^ — ï.. 

^ * ^ tangK 

3* L^angle p se trouTera par la résolution à» 
l'équation 

cos a sin B sin G — R co5 B cos C = R" cos A. 
Soit pour cet effet cos a stn B = z—z — - , ou 

*^ sm Ç ' 

^coj a tanff B co^ B , . ^ ^ 

= ;; — - — • on aura . ^ [sm G cos ? — 
R sm ^ ^ 

cos G jw 9 ) =: R cos A ; donc 

^i/i (G — 9) = ^— i-. 

^ '' cos B 

Ge cinquième cas est, comme le second, susceptible 
de deux solutions, ainsi que cela a lieu dans le cas 
analogue des triangles rectilignes. 



SIXIEHB CAS. 

1 



Lxxxix. Etant donnés les trois angles A , B , 
C, on trouvera un côté quelconque ^ par exeni'- 
pie y le côté opposé à V angle A , par la formule 

V sin B sin C J 

On peut remarquer que de ces six cas généraux 
les trois derniers pourraient se déduire des trois pre- 
miers, par la propriété des triangles polaires : de 
sorte qu'à proprement parler , il n'y a que trois cas 
différents dans la résolution générale des triangles 
sphériques. Le premier cas se résout par une seule 
analogie, comme les triangles rectangles ; le troisième 
se résout d'une manière presque aussi simple, au 
moyen des analogies de Néper. Quant au second, 
il exige deux analogies ^ et d'ailleurs, il admet quel- 
quefois deux solutions, tandis que le premier et le. 
troisien^e n'en admettent jamais qu'une. 
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XG. Pour distinguer dans le second cas si, pour des 
valeurs particulières données de A, a^ i^^ il 7 a deux 

fig- 16. triangles qui satisfont à la question o^i seulement un; 
supposons d'abord l'angle A< loo®, et soient pro- 
longés les deux côtés AC, AB jusqu'à ce qu'ils se 
rencontrent de nouveau en A'. Si on prend l'arc AC 
î< loo® et qu'on abaisse CD perpendiculaire sur AB, 
les côtés AD, CD du triangle rectangle ACD, seront 
tous deux plus petits que ioo<*, la ligne CD sera la 
distance la plus courte du point C à l'arc AB y et en 
prenant DB '= DB , les obliques GB', GB seront égales 
et d'autant plus longues qu'elles s'écarteront plus de 
la perpendiculaire. Soit AG=:t, CB=:a^ on voit 

, donc qu'un triangle dans lequel on a A< loo®, b< 

loo^y et a<by Si nécessairement deux solutions AGB, 
ACB'; mais si, en supposant toujours A et 6 plus 
petits que loo^, on a a> 6^ alors le point B' passerait 
au-delà du point A , et il n'y aurait qu'ime solution 
représentée par ABC. Soit ensuite AC > loo®, si on 
abaisse la perpendiculaire CD' sur ABA', on aura de 
mêmeCD'<A'C,etrarcCB'"menéentreD'etAS 
sera > CD' et < CA'j donc si on fait AC = ^^ C'B" 
= C'B"'=:a, on voit que la supposition A< loo^ et 
i>ioo° donnera deux solutions si a -i- b < 200^ y' et 
n'en donnera qu'une si â^+i>200*^, parce qu'alors 
le point B'" passerait au-delà de A'. Discutant de la 
même manière le cas où l'angle A est > i oo<> , on 
pourra établir ainsi les symptômes qui déterminent 
si, dans le cas 11, la question admet deux solutions 
ou n'en admet qu'une. 

4^ or nS^>b une solution. 

' \a<b deux solutions. 

A ^.^ o z:^ o i <2-h^>2<^o^ une solution. 
A< ioo*',6>ioo® < , t^ 01 1 • 

^ 5 x^ "VF j^-|-è< 200^ deux solutions. 

A^ ot^ o i '^■^"^^ ^00^ deux solutions.! 
A>ioo",6<ioo°{^j^» ^^ o 1 *• 

' \ a-\-o < 200 une solution. 

A^,^ o r^ oi^^^ deux solutions. 

A> 100 ,6> 100 «^ j „„^ ^ç^jç solution. 



Il 


n'y aura 


qu'une soIq- 


tion 


si on 2 


A = 


- IOO<*, 


ou a '. b, 


ou a 


-f-^r 


200° 


. Il y en 


aura 


deax si 


^ = 


lOO^ 
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^ci* Ges mèines résultats peuvent s'appliquer au 
cinquième par la Toie du triangle polaire , et on 
9BXI tirera les symptômes suivants , qui feront connaître 
si pour des valeurs données de A , B , â( , il y a deux 
triangles qui satisfont à la question , ou s'il n'y en a 
^u'un. 



n^ a4A<B une solution. 

^oo\B>ioo'']j^^^ dcui solutions. 

o -D ^ J A-|-B<aoo° une solution. 

loo , B< loo I ^_j_B ^ aoo^deux solutions. 

o T> ^ O ^ A-f-B < aoo^deux solutions. 
ioo,B>ioo )^^_B>aoo° une solution. 



<IOO^B<IOO**j^J 



B deux solutions. 
B un« solution. 



n n'y aura 
qu'une solu- 
tion si Tune 
des égalité* 
suivantes a 
lieu az^ioo^f 
A=:B, A4-B=: 
aoo*'. Il y ea 
aura deux ai 
B=:ioo«. 



xcii. Dans tous les cas , pour écarter les solutions 
inutiles ou fausses, il faut se rappeler, i^ que tout 
«tngle' ou tout côté doit être plus petit que 200^ ; 

2® Que les plus grands angles sont opposés aux 
-plus grands côtés , et vice uersd, en sorte que si on a 
J\. > B , il faut qu'on ait aussi a>b^ 

Exemples de la résolution des triangles 

sphériques. 

» 

XGitt. Exemple I. Soient O , M , N trois points fig. 15. 
situés dans un plan incliné à Thorizon ; si de ces 
trois points on abaisse les perpendiculaires ÔD , M m, 
:2^ n , sur le plan horizontal DËF ^ les objets situés en 
O , M , N devront être représentés sur le plan hori* 
montai par leurs projections D,//^, n, et Tangle MON 
par mh n. Cela posé , étant donné Tangle MON , et 
les inclinaisons de ses deux côtés OM , ON sui' la 
•verticale OD , il s'agit de trouver Fangle de projec- 
tion m D n. 

Du point O comme centre et d'un rayon = i , 
.décrivez une surface sphérique qui rencontre en. 

Sept* Ed% a6 
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A , B, C , les côtés OM , ON et la verticale OD, voai 
aurez un triangle sphérique ABC , dont les trois côtà 
sont connus ; on pourra donc déterminer l'angle C 
égal k mD n par la formule du premier cas. 

Soit par exemple , l'angle M O N = A B=:64« 44 ' 60'; 
l'angle DOM= AC=y8^ 12', et l'angle DON=BG= 
io5^ 4^S oi^ aura par la formule citée 

. ^, _ , sin 28*> 57^ 3o^^ si'n 35^ 87^ 3o^" 

Valeur que Ton calculera ainsi : 

L.xm a8** 67' 3o*... 9. 6373956 L.j£* 98® 12' ...9.^998106 
L, sim 35® 87' 3o"... 9.7276561 L.jôiio5^4a'... 9.9984141 



somme + 2 LR. 39.365o5i8 19-9981345 

1 Ll JÛ17C 19.3668170 

Donc l'angle 64^ 44' 60" ^ mesuré dans im plan iD> 
cliné à rhorizon, se réduit à 64** 9' 4^% lorsqu'il est 
projeté sur le plan de l'horizon. 

Ce problème est utile dans Fart de lever les plaii5, 
lorsque le terrein sur lequel on opère présente de> 
inéj:alités .Sensibles . et qu'on veut cependant cléter-/i 
miner les positions principales arec bcsaïucoup d'exac- 
titiide. 



fç 14. xrn-, FjncTT^pJe IL Connais«int les btîtudes de deœ 
{x^iîU^s du globe , et leiir dJTérence en longitude. 
tnniTer leur plus ooiirte distance. 

l>u imai:ir»or.^ r.n tri^rj'e sphérique ACB fonnf 
par le pôle bon ai C , e: :e> cerix lieux A et B dont il 
s'^i:it : d^r.s *>? tri.mç'.e cr ccrraltra l'arî^rle au pôkl^ 
ACn . ijui «>sr lî v; Ktri^rœ er. lonptcde des drtip 
îx-ir.rs A et P. tt ]i> ,:e:;\ e':Tês compris AC.CB.p^ 
•^lît >ont les Ov^îriiV.;.n:;e::ts des latitudes des poinuil^ 



et B» On déterminera donc le troisième côté AB par 
les formules du cas m. 

Soient , par exemple , A et B les observatoires de 
Paj?Î5 et de Pékin ; la latitude boréale de Tun de ces 
lieux est de 54** 26' 36", celle de l'autre est de 44* 
33' 73", et leur différence en longitude est de laô* 
80' 56". Ainsi on aura 

^^ a= 45^73 '64" 

^= 55 66 27 

C=i26 80 56. 

Diaprés ces données on aura pour déterminer c^ 

, p , cos C tanff h 

les formules tang 9 = , cos c = 

COS b COS (a ''^^^ , ••■111 

^^ ~ , dont VOICI le calcul 

cos 9 ... 

L. cos C .... 9.611435a 
"L^tangb, . . . 10.0776707 

L. tang^. . • . 9.6891059 
L'angle 9 que donnent les tables par le moyen de ce 
logarithme - tangente est aS'^ 94' ^3". Mais il faut 
J observer que cos C est négatif, et qu'ainsi tang 9 
* étant négatif, on doit prendre 9 = — 28® 94' 23", ce 
qui donnerai — 9 = 74*^67' 87". Cela posé, en ob- 
servant que cos ( — 9) '=-cos 9^ on achèvera ainsi le 
tcalcul 

. Tu. cos {a — 9).. 9.5880938 
"Lf cos h 9.8071953 

19.3952891 

L. cofÇ 9.9554823 



L. cos c 9.4418068 

3[)onc la distance cherchée 0=82° 16' o5". Cette 
^nnème distance peut s'exprimer en myriametres par 
Sai*6o5; car un myriametre est la longueur d'un 
àrc de dix minutes , et un mètre est celle d'un arc 
.^un dixième de seconde. 



n 



'••t> 



:t 



t.. 



•m 



■*:_. xcr. JEac^i»;!^ III. Pour doniia^ 'im : (rinei^pl^ éi 
cas cinquième , proposons-nom d« jrëràocbo la tria»^ 
i||e. fl|»hârique. dans l|9qttel|p9<»poait.le8 denxMiglei 
A=^78'' 5o' vB=54^ o'^et le cAté 4]f»pMé.â Tnii 
d*eiix «=:99^ 30' ,17%; Au moyen^dte. cfiB/dginné^f 
hn Mute d'aprèpi le Ubiei|u de :rvt*'JLOi^ qu'il ne 
doit 7 avoir qu'une solution,^ .fMW JiaW A tooft à 
la fois a< iw3l^.B<%ooP et A>B, Yoict le calcul dt 
cette solution. 

I® Le c6té b se. trouTCfa par là formule sin bzs 

m A. 

L«/viB. . . ••'•:• . 9.9751 arS^ ^ 
j(0 — L. «ut À . ..'.'. . . '• b.iMSifïiS ^ 



L.sinb . / 9JU»eS44a 

Ce qui donne £=S8^ Do' i4' on son supplément 
i4i^ 49' 86" ; mais puisque l'angie B lest < A, il fine 
ii|ue le c6të b soit < a, ainsi la première valeur est h 
seule qui puisse avoir lieu. 

2<^ Pour avoir le côté c on doit fairer' tang ç=: 

iang B cof A sin ? 

^' sm<f 9-9999^^* 

L. cosB 9.8ao4o63 L. tangB'-^'LR 0.054719Î 

L. tanga — LK 1.9016731 L. coe A 9.5455a36 

L. tang^ , . , . 11.7220794 L. sin (c — 9)» • 9-6001649 
?=98^79' a8".8 c — <p = 26^ 7' 70". 5. 

Ici on a encore le choix de prendre pour c — ç la 
valeur 26*" 7' 70". 5 , ou son supplément 173° 92' 29^ 5; 
mais en prenant cette seconde valeiu* , on aurait 
ù > 200®, ainsi il faut s'en tenir à la première, qui 
donne c= 124° 81 ' 99", 3. 
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3* Enfin , pour calculer directement Tangle C , 

1 1 r 1 ^ ^of a tanff B , . 

nous prendrons les iormules cot Ç = =r— ^ — , (i) 

. /-^ V cos A sin ç 
3in (C — 9) = ïT-^. 

h.sùi^ 9-9999563 

L. cos a. .... • 8.0982928 L. cos A 9.62027 11 

L. tangB — LR 0.0547193 L. R — laCOsB. 0.1795937 

L. cot^. ..... 8.i53oi2i L. sin (C — 9) 9.6998211 

9 =99^ 9' 45" -5 C — 9 = 33° 40' 54". 5 

9 . . 99 9 45 .5 

C=i3s 5o 0.0 
On n'a pas pu prendre pour C — 9 le supplément 
de 33® 4o' 54". 5, parce qu'il en serait résulté pour C 
une valeur plus grande que 200®. Ainsi on voit qu'en 
effet le problème proposé n'est susceptible que d'une 
solution. 

JVota, Ceux qui voudront connaître les applicafions les 
plus utiles de la Trigonométrie , ne pourront mieux faire 
que de consulter le Traité de Topographie , d'Arpentage 
et de T^ivellenient , par M. Puissant. Paris , 1807. 

(i) L*axigle auxiliaire 9 n'est pas le même que celui qui a servi ^ 
«alcuJer le côté e. 
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APPENDICE 

■ . * 

■ . ■ * ■ 

contenant la résolution de divers jxts parikMlim 

de la Trigonon^pf^.^ l\\ j.\. 

xcnn. JLiA rétoliition de» triaaglett fcDe ^*0Éî Ttent de 
INexpoter , ne Iftisse rien à désirer dn c6té de ik''géiiérflKt& 
n est néumoîns quelques circonsUaieM<mron peat, arec 
trultage j snbsUtuer des solutions partfenlieres'anx sdn- 
'tioMi générales , soit pour abvégier In .ri^ls*» »oit pom* en 
Midve lès résnltâU {Au exacts' eC f^ù.wlépaqdaiits dt. 
Perfenr des taldas* Ifpus allons réswady fialmaf s mis dt 
.^«s cas.pardcoliers , en cboisissut ccu|H!if .wr^e lW|t 
le i^us fréquent , ou qui conduisent aîa ibimnlea Ita piaf 
remarquables. 

Nous continuerons de désigner par A. , B , C , les an|^ 
du triangle proposé , rectîligne on sphénqnie , et par a, ^, <?, 
les côtés qui leur sont respectivement opposés. Nous sup- 
poserons de plus le rayon des tables = i , ce qui n'alterc 
pas la généralité des résultats. Les angles A , B , C , sont 
exprimés dans le calcul , soit par les degrés , soit par les 
longueurs absolues des arcs qui les mesurent , ces arcs étant 
pris dans le cercle dont le rayon est i. Si un angle ou us 
arc X est très-petit , on pourra mettre , au lieu de sin x et 



' x^ 



cos 0?, leurs valeurs en séries; savoir : sinx=.x^ 4- etc., 



ar' 



cos x:z=:i f- etc. ; mais alors x doit être exprimée 

1*2 

parties du rayon. Un arc étant trouvé en parties du rayon, 
pour avoir sa valeur en minutes , il faut le multiplier 
par le nombre de minutes comprises dans le rayon; ce 

_ 20000 

nombre est — — = 6366.1977237 , et son logarithme 
zzz 3.80388012297. 
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S. I. Des triangles rectilignes dont deux nng^s sont 

très^petits. 

xcYii. Supposons que les angles A et'B soient très-petits 

«t par suite C très-obtus , on pourra faire sin A=A— -J- A* , 

sin B=B— iB% et sin C = j//2(A-f.B)=±A-f.B-i^(A+B)'. 

Si donc on connaît le côté c avec les angles adjacents A et 

B , on trouvera les deux autres côtés par les formules a = 

csinA. c sinB ^ ,, _ . , 

■ . ^ , — —r , o = r , lesquelles , en substituant les 

^/>?(AH-B)' fi>i(A-hB)' ^ ' 

valeurs précédentes et réduisant , deviennent 

cA. / 2AB + B»\ 
"=ÂTbC'+ 6 ) 



et de là résulte a +6 — ^=-; ^ -AlB. Ces valeurs sont exactes, 
aux termes près qui coutiennent quatre dimensions en A 
et B. 

xcvni. Supposons en second lieu qu'on donne les deux 
côtés a et 6, avec l'angle compris C = 200®— Q , fl étant très- 
petit. On aura d'abord c*=«*H-6*-f aû6 cos Q =a"-j-ô*-f-aa^ 

(i— 7 6')=(« + ^)'— «^ 6' 5 donc 

c=a + 6 — ^. — -y. 

a 
Ensuite l'angle A se trouvera par l'équation sinAz=z-sinC:r: 

-sin^, d'où Ton tire , en substituant la valeur de c et celle 
c 

/ ab—a'—b' 6'\ 

«e abÇa-^b) S^ ^ 

Donc A.=sinA+isin^ A=: :+ , ,, "r- ^ ^ 

a+b (a-^by 6 

on déduirait la valeur de B en permutant entre elles les 
lettres a et b; mais A étant connu , on a immédiatement 
B=i^ -—A. Si Q est donné en minutes , pour avoir A exprimé 



'jfoÊ^ ir&ieoiroKiTEiîK 

auMÎ en minateir^ 9 faa4r4^, daas Les foiaiiil<is ptéyAlfniyt, 

iiil»fetitaer)aalieadeAet^,le8rai^rto---4-r* A^Untb 
Munbre de minntet eemprilet dans le rajoa.pBHIùraaiiui 

«+H^6Ca+Ar\R7j 
*scik. Pûar donner nn exemple de ces fomkiies^sokazs 

xdooooo /ôSVa 

smte on a par nnepreniiiere apprèxûnatio] 




•wurr. 



B=ro — A=4^'y mais la formnle entme doqne A:^to' 

I' 34oakr4oo/68\sl i.,,. * . ] 

B=; 48'. 0001 io54 , Talenrs qoi ^oiyent |être exactes jnsqae 
dsins la dernière décimale, 

5. n. Résolution du troisième ctzs des triangles rectUignes 

par la voie des séries, 

c. Etant donnés les deux côtes a et b et l'angle compris C, 
pour trduver Fangle B , on a la proportion b : a :: sin B : 
««(B+C), laquelle donne a sin Bz=b {sinBcos C -^ 

cos^sinC), et par conséquent :^=^ii^£^. Si dans 

cosB a^^bcosC 

cette équation on met à la place des sinus et cosinus leurs 
▼aleurs en 6xpon«itielle& imaginaires * , on aura 

D*où Ton tire 

* •■ — ^ Il ■ . . • 

frtaaal les logarithmes de chagae membre et déreloppant 
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le second en série d'après la formule connue L ( â(— -:c)i=: 



XX X 



"La etc. on aura 



2 a 



a 



ia' 



Donc en divisant par av/ — 1 9 et observant quee"*^^"*^ — 

e ""^^ ^ = a\/ — I sin m Cy on aura 

b . ^ b* b' b* 



B=3- sinC-^ sin 2 C +r-— r sin 3 C H 7 sin 4 C +etc. 

/i 2 a' 3 «^ 4 « 

C'est la valeur de l'angle B , exprimée en parties du rayon , 
par une suite dont la loi est très-simple , et qui sera d'au- 
tant plus convergente que b sera plus petit par rapport à a, 
La valeur qu'on vient de trouver doit satisfaire aussi à 

l'équation to/^( B + 7 C )= tang-^ C , qui est la même 

a-^-'b 

que tang-^^K — B) = -co^yC, et qui ne diffère que par 

a-\-b 

I ^ , „ , , sin^ b sin C 

la tonne , de 1 équation = 



co^ B a— ôcofC 

CI. L'angle B étant connu , on aura le troisième angle 

A=aoo^'— B — C. Quant au troisième côté c , il dépend de 

l'équation c*z=za^ — 2a6 cos C-^-^*, laquelle donne par l'ex- 

traction de la racine, 

b* h" 

cizza^-^b cos CH sin* C+ sin* Ccof C— etc. 

2a 2a' 

Mais cette sérien'a pas une marche régulière , et ne peut pas 
être continuée à volonté. Au contraire, on peut trouver une 
série fort simple pour la valeur du logarithme hyperbolique 
de c. En effet, il est facile de voir que la quantité a' — 7.ab 

€OsC-\'b* = {a—be^^-'^) (a— ôe— C^— i)^car le produit 
développé de ces deux facteurs donne 
a*'^ab{e^^—^r\-e-^^'^^) + b*^o\ia*—^abcosC+b*. 

On adoncc* = (a— èe^^— {a—ber-^^—^)- 
Prenant les logarithmes de chaque membre , il viendra 
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ïftonc en récfiiiiaiit de nouTeaa à Paidê de la Ibnidk 

Lc=:Ltf-<' — cd* C r cwaC— y^corSC*- «e tt. 

a a^' 3a' 

•érie non moins âégante que celle qui domft In T>l0W dl 
B; il faudn multiplier tes différents t etuMS pw^ le iboUi 
«v434«944S , si on Tent que les logarilkÉM» srfanr 
IkUes ordinaires. / ^* 



r '• 



.i ;i :-. •> 



•- "^ • /wr&t>ofeÂr»^Htor^*' ■■^ • V; 

, en. Onalait Yxnr dani fe paniyQipItfyÉfio^^ 

valeur de x tirée de Téquation Auif xs= -âMjf^C 

peut «'exprimer par cette série 

m a m* 3 m 

Or dans un triangle sphériqne où Ton connaît les deux 
oètél a et ^ et l'angle compris C9 on «parles analogies de 
♦lxxxti. Néper *. 

cot = — ^" ^' ^ tans^ C 

sin^acos^b-\-cos\asin\h .^ 

=-~ rr^ — î — T-rU^itng^c 

A-4-B cof(i.a+i5) ' 
cor := ^" .* ^ tane\ C 

a cox(^«_i6.) ^7 

cof-acos^b — sin^asm^h , _ 

= — -2— ?.. — tang-^C 

cos^acosjb-^sin-^asinj^à 

Donc, en vertu de la formule précédente et supposant 
toujours ^< a, on aura 



\ 



T&I GO NO ME TRIE. Ail 

A.— B ^ ,_ tane^b . tanff* \b . _ 

tang^ i 6 



3 ra«^^ ~ a 



sin 3 C — etc. 



A+B ^ tang^b tang^ \b . 

2 cof * a a cof* -j a 

H- ^ ^/ ^//2 3 C — etc. 
3 co^' 7 a 

Suites dont la loi est très-simple , et qui seront d'autant plus 
convergentes que b sera plus petit. La première est tou- 
jours convergente , puisqu'on suppose 6<i{; la seconde le 
sera aussi , si on a tang ^ b<^cot\ a , ou a-f-è< aoo**. Elle 
serait divergente et fausse si on avait a-|-^>aoo**, mais ce 
cas peut toujours s'éviter ; car la résolution du triangle 
BCA dans lequel on aurait CA4-CB>aoo°, se réduit tou- cg. n. 
jours à celle du triangle A'CB' dans lequel on a C A'^- 
CB'<aoo^. Au reste, la seconde série est dans sa plus 
grande" convergence , lorsque a tX b sont tous deux très- 
petits \ alors le troisième côté c est très-petit aussi , puis- 
qu'on doit avoir c < « + ô , et le triangle sphérique diffère 
très-peu d'un triangle plan ; dans ce cas l'excès de la somme 
des trois angles sur deux angles droits , s'exprime ainsi : 

A-hB-f-C-aoo**=f tang\ a tang ^ b sin C- \ tang" \ a tang* \ b sin a C 

+-| tan^ 7 a tang^ \bsin'^C — etc. 

an. Pour trouver le troisième côté c du triangle proposé, 
on a l'équation cos czzzcos a cos b + sin a sin b cos C , de 
laquelle il est aisé de déduire les deux suivantes : 

sùt^\cz=.sin*^acos*~ b^isin\acos\b cos~asin\bcosQ.-\-cms*\asin^^ 
cos*\cz=.cos*^cos*^b-^%cos\acos\bsin\asin^cosQr\-sin^\asin*^b^ 

Par la forme de ces valeurs on voit que sin ^ c peut être 
regardé comme le troisième côté d'un triangle rcctiligne 
dans lequel on aurait les deux côtés connus sin ^ a cos j b , 
cos 7 a sin \b et l'angle compris C ; de même cos 7 c est le 
troisième côté d'un triangle rectiligne , dont deux côtés 
seraient cos-^ a cos jb ^sin-^a sin 4 ^ et l'angle compris aoo^ 
— r C. Donc on a par la formule trouvée pour les triangles 
rectiligne» *• " ^i. 







If eiï'l T^urqner nltériènrameat qiw 
triuiglet KCtiligne* dont noni Tcnont de parier peut ta 
rfaondn par V môyeA d'na triangle recdligaa réctai^ , 
Sa pent directement rédnïre la résolution du triangle splié- 
ri^se propoiM à cdle A'na triangle rectiligne rectangle. 

' Oh tronTe par ce moyen que <i » ^ c esl l'iiypotéouse d'iis 
{iMligI« rectangle dont 1m ôiktéc sont sin^(a-i-b) sin^C et 
ÎBt^((i— i)-al/^C. Deméme «u^ c est l'hypoténuse d'un 
bningle rectangle , dont les c6tit seraient ccw-j ("^f') cas ^ C 
et w 7,C*4^) mit.' 

. t)!efila*f ûonappellellf l'angle qui dans le premier trian- 
te eitoppoi^ au cAtdjûi-*' (a—il) cos-^C, el dans le second, 
nr^ngl* oppM^fn c6té cot~ ^—b) cor :C, il résulte dei 
MÎkldgiu de Hteer rti'on aura ^Î~=M, et = W oa 

A+B 

= IT »î o + A< aoo" , et 

^^300° — N t\a+b>ikoa''. Donc dans tout triangle spHé- 
riqne où l'on connaît deaz cAtés u et £ et l'angle compris C> 
on peut trouver directement chacone des qtiantilés ^ f^i 
A+B A— B 
• , , par lé résolution d'an tnangle icctiligoe 

rectangle où l'on contiatt les deux côtes de l'angle droit. 

U résulte aussi de là qu'après avoir trouvé l'angle M on 
A— B , , sini-(a—b\ 
— par la. formule langtll^— ^ ' 

peut calculer le troisième cAté par la formule / 



N. B. Les formnles ironvréi dans ce paragraphe n'appliqueionl 
aiacment à la résolQtion du cÎDqDieme cas des triangles aphériqaci, 
pusque cclai-ci peoc gg rapporter au troisième par la profciëté da 
triangle polaire. ' 
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S. rV". Résolution d'un triangle sphérique dont deux côtés 

sont peu différents de loo*^. 

civ. Soient a et b les deux côtés donnés peu différent» 
<le ioo°, on propose de déterminer l'angle C par ïe moyen» 
des trois côtés a^ b^ c. 

Si .les côtés a et b étaient exactement égaux à loo**, oa 
aurait C=c ; donc aei b différant très-peu de ioo°, Tangle 
C aura pour mesure un arc très-peu différent de c» Soit a=x 
ioo®-|-a, ô = ioo®+6, C = cr+Jî; si on substitue ces va- 

leurs dans léquation cos C = : : — ; , on aurifc 

sm a sin b 

cos c — sin et sin 6 

cos (c + x) z= , Mais puisque a et g son* 

cos a cos 6 

supposés très-petits , on peut en négligeant seulement les 
termes, où a ou € montent au quatrième degré , faire 

a /oa 

fit O . 

sin CL sin 6 = aê , cos a cos 6 = 1 , ce qui donnera 

a a 

cos c — a € 

cosÇc-^x)= ^— _.= (i + ia>4-±g>)cofc — aC 

I— Ttt — rb 

or , en négligeant le quarré de ^ , on a cos (c^x)z=: cos c — 

X sin c; donc 

a€—k{<3L'-h€')cosc 

x = • : ' ■• 

sin c 

• 

Et puisque x est du second ordre par rapport à a et 6 , on 
Toit qu'il n'y a de négligées dans cette valeur que les quan> 
tités du quatrième ordre. Soit ~ (a-f-€) =:z/7, 4- (a— 6) = q , 
ou a=/?+^, 6=/? — <7, on aura sons une forme plus simple 

(I — cos c\ fi-\- cos c\ 

'—' J^^' (—j—^)z=:pUangic^q*cotic. 
sm c / \ sine y 

Cette valeur est exprimée en parties du rayon ; mais comme 
dans la pratique p et q sont données en secondes , si l'on 
vent que x soit exprimé aussi en secondes , il faudra fairt 

»• q* 

x = ^tangic — — co^^c, 

^ éjtant le nombre de secondes contenues dans le rayo£k^ 



t- 



)fi4 «ÉfaioolroiiiiTan; 

Mpnbrè doot la logarithme =: 5^ 8o3ttftf r, CoifiliAéÉaiir <, 
te «nraranj^ cherché C ==e+âr. " ' ' * 

. I^l0Riiiik<)iienoiu Tenons de tréftTerièst utile duu kl 
opénitioiit géodétiquet pour rédnirci à ItherfimoL les mn^jin 
wserrét dans des plant incUnéa ; elle ètt plua o^praitive et 
dCemànde.des laliles moins étendues que & fbrintfe dia eu 
premier des triangles sphériqnes , dont lious UTom doué 
^ exemple (n"" 93). Cependant^ -n lès^âMâèw èëf'^dé- 
)^iskms «et€ étnent dephu de à ou 3 dkjptey IliMtÉiJ»' 
yfais sur de se servir de la méthode gèiiAttle. ' - "\' '• '~ - 



Il J ■ - • ■. • "M 



■ i 



1^, y.. RésoitUiûHdesttianglesipkéngfm4<^^ ^ 
tr is p t tùi pat mpjmt au n^rtm éh M^ifkem» 

cr* Lorsque les c^tés a, 6, e, sout M pii j p eti u pi 
{Hn.^M tayou de là sphère ,• le l3riuigjl|^j(||M|^aflé « 
différent 4'im. triuiD^.rectitigne 4 .^, 
comme tel , on ptrçt eu UTOÎr une prenievè sofatâqu appta- 
èliée,,mais on néglige de cette maiiÛé1%K(6éis'% là somme 
des angles snr 200^. Pour avoir une «olntiou plus appro- 
chée, Û faut tenir compte de cet eiéks^ et c*é8t ce qu'on 
peut faire très-aisément , au mojea d*un principe général 
que nous allons démontrer. 

Soit r le rayon de la sphère sur laquelle est situé le trian- 
gle proposé , si l'on imagine un triangle scimblable tracé sur 
la sphère dont le rayon est i , les côtés de ce triangle seront 

a b c ' 

abc cos--cos-cot- 

~»~»->«toi»«nr*c(MA= — . Mai* puisque 

r r 



r est fort grand par rapport à a, ô, c, on aura d'unt 

a 4 

* xxxT. manière très -approchée * cos-=ii 1 , 



b b b"- r ^ -s 






««7-;— ^737,, ««; = - — —^. Substituant c» 
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valenrf dant Tëquation pri^cédente , et négligeant les termes 
de plus- de quatre dimensions en a , & , c , on aura 



+ 



*c' 






ber b\ c' \ 



Multipliant les deux termes de cette fraction par i -\ 

et réduisant , on aura 



cou An: H — — — 

^bc %^bcr* 

Soit maintenant A' Tangle opposé au côté a, dans le trian- 
gle rectiligne dont les côtés seraient égaux en longueur aux 

arcs €1, by c; on aura cosA'= ; et 4 b*c*sin^A' 

2 bc 

= va* 6* + a«» c* + a*' c* — a* — b* — c*. Donc 



/ bc 

cos A = cos A' — -r— sin* A'. 

Soit A = A'+ar, on aura en rejetant le quarré de ar, 

bc 
cos A= cos II* — x sin Il\ d'où l'on voit que x-zn'-^sink.'i 

b c 
et poisque j; est du second ordre par rapport à - et -, il 

s'ensuit que ce résultat est exact aiix quantités près dn 
quatrième ordre. On aura donc 

, bc 
lLz=zK*+—-sinK.\ 

Mais \ bc sin A' est Taire du triangle rectiligne dont a^ b^ c 
sont les trois côvés , laquelle ne difï>ere pas sensiblement de 
celle du triangle sphérique proposé. Donc , si Tune ou l'autrt 

aire est appelée a , on aura A = A'-h —-^ , ou A'= A— — -^. 

On aurait semblablement B'=B— :; — , C = C — r— - • et 

3/-* 3/** • 

a tn résulte A'+B'+C ou aoo®=A-4-B+C— 4- 0» 
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i.udra supposer que les côtés a, ^, c, ainsi que le rayon de 
i terre r sont exprimés en mètres. Or , puisque le quart 
u méridien Y « r est égal à looooooo mètres , on en conclut 
9^ rzr: 6. 8o388oi ; d'un autre côté le rayon R exprimé en 
econdes , a pour logarithme 5,8o388oi. Donc si au loga- 
ithme de Taire a exprimée en mètres quarrés , on ajoute 
e logarithme constant 2.196119 , et qu'on retranche dix 
mités de la somme , on aura le logarithme de l'excès e 
sxprimé en secondés. 

Connaissant e on retranchera ou on supposera retranché 
- 8 de chaque angle du triangle sphérique proposé , et alors 
lans le triangle rectiligne formé par les côtés a, 6, c, et les 
mgles A'=A'— |e, B''=B— f e, C'=C — ^e , on aura 
es données nécessaires pour en déterminer toutes les par- 
ies. Ainsi on connaîtra en même temps celles du triangle 
«phérique proposé. 

cnru. Exemple. Soient donnés l'angle C et les deux côtés 
s et 6, savoir : 

C = ia3* 19' 99" . 23 
log a-zzLl^. 5891 5o3 
/o^ è = 4 . 5219271 

Si quantité ~ a 6 ^//i C qui* représente l'aire du triangle, 
aura pour logarithme 8.78055 ^ à quoi ajoutant 2.19612, 
>n aura fo^ 6= 0.97667, partant e=: 9". 48 et je = 3". 16. 
IZela posé , il faut résoudre le triangle rectiligne dans lequel 
>ii a les deux côtés a et 6 comme ci-dessus , et l'angle 
Compris C'= 123* 19' 96". 07, Pour cet effet, nous sui- 
vrons la méthode du n* 56, 

a-.... 4.589i5o3 tow^(9 — 5o') 8.8878392 

h 4.5219271 cot^QI 9.8381 1 10 

r^277^9».. 0.0672232 A' — B' û t H 

^ tang 8.7259502 

9=54-90' 74". 7î^ A--B^ _ ^.^.,.,, 

t C' = 6i 59 98 .o3 — ^— = ^ ^^ ^9-^7 

^C'=38 4o 1.97 A'H-B' 

zz: 33 40 ï • 97 

A'= 41 78 41 .24 
B' =:^ 3 I I 62 . 70 

Sept. Ed. ^7 
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11 reste à déterminer le troisième c6té c, ce qui se (en} 

a sin C 
réquation c = — : — -- 
* sin A 

d il'SSgiSoS 

sin A' ' » ' 9*7854893 

différence 4 • 8o366io 4 • 8o366io 

sin C » • 9 «9705008 sinBf»'' 9*7182661 

iogc:z^,* 4»774i6i8 log b := 4*^^19271 

Dune dans le triangle spbérique proposé , les éléments q^ 
fallait trouver sont : ' 

A = 41' 78' 44" '40 
B = 35 I 65 .86 

/o^c = 4* 7741618, ou c=5945i™ a56. 

iV. B, La méthode donnée dans ce paragraphe , peut servir 

fi^. 16. résoudre les triangles dans lesquels deux c6tés seraient très-peu 

rents de aoo* et le troisième très-petit. Car , en prolongeant les çro 

côtés A'C , A'B , on aura m^ triangla sphérique BCA , dont les M 

côtés seront très -petits. 

S. VI. Des triijLngles sphériques dont deux angles sont 

très -aigus, 

fig. 17. cviii. Soit ABC le triangle sphérique proposé dans 1 
A et B sont deux angles très-aigus , soit UVIN son 
polaire , de sorte qu'on ait MN = aoo* — - A et LN=aoo* 
Si on prolonge les arcs NM , ?<L, jusqu'à leur rencontre 
K , il est clair qu*on aura KM=A , et KL=B , le t 
LKM aura donc ses côtés très-petits , et il sera dans U 
d'être résolu par la méthode du paragraphe p 
Soient A', B*, C, les trois angles et a*, ^, €/ les trois 
du triangle LKM , on aura 

A' = MLK = « û'z=KM=A 

B' = L>IR = 6 ^' = LK = B 

C = LKM = aoo^— c c' = LM = 200* — C. 

Doue trois élémeuls connus dans le triangle AEC en à* 
urront trois dans le trianj^le LKM , el par conséquent tià 
aussi dans le triangle rectiligne auquel le triangle ïSt 



'■^aulrr.&lmv,^^- ai,„„:,,„. /y„. 




^ . ". .» . • ■ ■ 
Or imlique X 7 9 rz loo* , (ma cof a f == cotf («cjiQVr X 5 1): 

-^eof i'5 Ç, cfw 4 Ç =; «w (aoo*— 13 9J= — co*'iî ç, d 

•inù de suite jusqu'à cof x6 9 = — cof 9* I^onc 

aP cof 9=^i"-A cof 1 59-2 co^ X 3 9—^ ^o# 1 1 9«*>-« eor 3^^-'«orf 

ouaPcw9==:i+co#9— aPvo'*^*^(ï+<w*9)**^ï"4-«*t' 
Donc P=:-^* 

' ^ - ' • ■ ■ ■ 

Cela posé, je Jmrtage la somme deà tenues spi compMent 
P en deux parties , savoir : 

ar = cof 3 9 + ^îo' 5 9 + cof 7 9 H- îcar.i I 9. 
jrxsi eos^'^eosg^ + cos li^ + cas iji^* ' 

raurai donc d'abord x+j^rz^; je multiplie ensuite kt 
quatre termes de x par les quatre tétines de jr^ et cluui- 
geant les produits de oosinn» en oôsimis d'arcs simples, 
j'obtiens , toutes réductiona laitet , . 

jf jrsr a(co#a f+.cof/jkf'ircoi6f,.. + €a$ i6fl 
ou a?^=:— a(cw iS^ + eot lif-^^coiiif.^+cot^) 
ou enfin X jr = —^ X» 

Au moyen de ces équations on tronre 

Maintenant si Ton partage de nouveau les sommes x et; 
cliacune en deux parties , savoir : 

sz=zcosZ^+cosS<f uzzicosf + cosiZ^f 
f =:cox7 9-Hcof 119 z:=icosgf+cosiS<fj 
on trouvera semblablement 

st=z — I «»= — j. 

De sorte qu'on pourra déterminer les quatre nombres s , U 
u^z^ i^ l'aide de deux nouvelles équations du second degré. 

Enfin connaissant cos ^-{-cos i3 ^^zu et cos 9 cos i3î 
= T {cos ia9 + co^ 14 9) = — ± (cof 3 9+coj5 9) = —7/, 
on obtiendra , par une quatrième équation du second degré 
la valeur de cos 9 , et de là celle du côté du polygone pro- 
posé , laquelle est a «« 9 ou a y/ ( i — cos* 9)- 

Quant à la méthode qui a dirigé le partage de ces di- 
verses équations , elle tient à une théorie très - délicate, 
fondée sur Tanalyse indéterminée , et dont il faut voir le 
développement dans l'ouvrage même de Gauss. On y itoB* 
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yrera. la démonstration complète de ce théorème très - beau 
et très-général ; 

<i Si le nombre n est premier , et que n — i résulte au 

« produit des facteurs premiers a* 3 5 , etc. la division 
« du cercle en n parties égales pourra toujours se réduire 
« à la résolution d'un nombre a d'équations du deuxième 
« degré , 6 du troisième , y^ du cinquième , et ainsi de 
« suite ». 

FIN. 
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!),'« fnm»'A it3KÊKt ZAraàie , spécialement composée 

'"'' i^n ii Éttàtémàyiqibfi lie Bezout , à l'usagp de la ] 
^.g -v^OBt iMpufica UYenilenl séparément. — Jdem , à Tas 
riMnilie', 4 Tol. 1^% sont les denx premiers voInmp> 
>])jMll<limil iliil'ilfiliT ilrmin i — Idem, de Boisut, à l'usage du( 

' 7 T^ V^** ^"T* ^ parties se vendent aussi séparÉmenl 
de IbmiBBtiipes de Par^ Duphanja; , de Roger -Martin , 
d^HiUtiiS.— Ii'Algâire'.d'Euler, et ses différents autres ouvrs^ 

■ L« QJlvhàKU tfOuium, parmi lesquels les Récréatioas matli^mal 
kwvL fai-B*, la Perspective, la Trigonométrie, etc. — La Trigm 
Iria^M^tiiigiw de CagnaU. — L'Abrégé d'Astronomie de Lalande.- 
oâniigM Je Zlaplace. — I^» Tables de Callct , jugées mainteoBil 
tnUui.^ L'Abrégé dei mêmes Tables , dont l'impression s'adui 
IlliiTliwiliiil — La* Tabla* de Lalande , dont le dernier tirage; 
Tkmttiriiat': ' ' 
- Ua iaqnniaevJibraire de Paris , le munie qui a imprimé il 
4w hmft , d!kiu la feàîUe Economique , un article assez vif com 

. cratnfcéta<nn , -rient d'ànprimer des Tables de logarithmes 
'saa , soame cailè»«i , et de même format , mais qui ne leur i 
Bi^li||MBt pour l'exécnlJon typographique. 
'.-,.-)|JKSWeideM;.t<âiùide sont stéréotypes. — Les chiffi'es -f 
'^_tÙfinjibt'à»nM cett^^^a, ayant été gravés exprès pour elle 

■ difcaAia en tont mu Am filets qui les environnent. — Les iîleti 
' cadcea y août ajnaté* de-maniere qu'ils semblent ne faire i 

!»•«. — La correction des Tables a ëié reconnue dès le pn 
'■ î/antenr promet loo fr. pour chaque faute qui lui sera coi 
Use propote même de porter incessamment cette somme à i 

On s'est trouvé dans la nécessité d'établir les différences qui 
gnent essentiellement ces deux éditions, pour que le Pnblii 
point ans Tables itéréotypes de M. Lalande les fautes qui s 
connues dans l'édition qu'il n'a pas donnée. 

Les Tables de Borda. — L^s Tables deProny, d'après celles 
et remarquables par une disposition ingénieuse qui en rend !'_. 
&pile que celui des Tables de Taylor , som presse. — Les graiidn 
du Cadastre , dont la notice se irouTe dans l'avertis sèment da 
de Callet , in-folio , sous presse. 



Traité de l'Art du Charpentier , première partie , par Hassenfi 
Traité de Perspective , par Lavit . a vol, in-4". — Essai de Siatiq 
miqne.parBerthoUet, a roi. in-8°. — Eléments de l'An de la T« 
deuxième édition , par le même , a vol. io-8'. — Mémoires suri 
leur , par M. de Rumford , in-8°. — Cours de Stéréométrie 3ppBi| 
Jcaugeage , approuvé par son Excellence le Ministre de l'Intériai 
par Bazaine, in-8". — Cours de Géométrie-pcatiiiue , par lei 
in-8" etc. , etc. 



Legenctrc . E/cmcfh f t/c {r eo/m'fne P/ . / * 
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